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Abstrak. Barisan U-eksak merupakan perumuman dari barisan eksak yang diperkenalkan oleh Davvaz dan
Parnian-Garamaleky. Dalam tulisan ini akan dikaji perumuman dari Lemma Snake dan Lemma Lima yang

memanfaatkan sifat-sifat dari barisan U-eksak.
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Abstract. U-exact sequences was introduced by Davvaz dan Parnian-Garamaleky as a generalization of exact
sequences. In this paper, we give some characterizations and properties of U-exact sequences. We use these result

to find a generalization of Snake Lemma and Five Lemma.
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PENDAHULUAN
Diasumsikan R adalah ring asosiatif
dengan elemen identitas dan semua R-modul adalah

R-modul unital. Barisan 0— A £> B3C -0
disebut barisan eksak pendek jika Im f = ker(g).

. f
Barisan 0 = Z, - Z,, N Zq4 — 0 merupakan salah
satu contoh barisan eksak pendek. Secara umum

barisan R-modul dan R-homomorfisma
fi fi . .
— M;_, > M, =5 M,,, — -~ disebut eksak di

M; jika Im (f;) = ker(fi;,) atau Im(f)) =
f71{0}). Apabila sebarang submodul U;_; dari
M;_, disubstitusikan pada submodul {0}, Davvaz
dan Parnian- Garamaleky pada tahun 1999
memperkenalkan konsep dari barisan U-eksak yang
memperumum definsi  barisan eksak. Konsep
barisan U-eksak banyak digunakan secara luas
dalam Teori Ring dan Modul, Teori Grup, Teori
Homologi, Aljabar Topologi, dan Teori Kompleks.

Barisan R-modul dan R-homomorfisma

fi fi .
C > M, S M; =5 My, — disebut

U;,1-eksak di M; jika Im (f;) = fi31(U;441). Dari
definisi ini diperoleh bahwa barisan eksak pendek
0-A £> B 5 C — 0 merupakan barisan {0}-eksak
di A, U-eksak di B, dan {0}-eksak di C, atau
sederhananya disebut U-eksak. Akibat lain yang
diperoleh dari definisi barisan U-eksak adalah
barisan 0 — A LA B3¢ -0 adalah U-eksak jika
dan hanya jika f injektif, g surjektif, dan Im(f) =
g~ 1(U). Misalnya barisan 0 » 2Z > Z > Z, —> 0
merupakan barisan Z,-eksak.

Jika M adalah R-modul dan U adalah

c
submodul dari M, maka barisan 0 > U - M

5 M = 0 adalah barisan U-eksak. Selanjutnya, jika

U dan V adalah submodul-submodul dari M
sedemikian hingga V € U < M, maka barisan 0 —

UM M/V - 0 adalah barisan U/V-eksak
dimana w adalah homomorfisma natural. Barisan

U-eksak 0 > A5 B5 ¢ -0 disebut eksak jika
dan hanya jika U = {0} sehingga barisan U-eksak
merupakan perumuman dari barisan eksak.

Dalam tulisan ini diawali dengan definisi dan
karakterisasi dari barisan U-eksak. Selanjutnya
dikaji perumuman Lemma Snake dan Lemma Lima
yang memanfaatkan karakterisasi dari barisan U-
eksak. Karakterisasi dari barisan U-eksak diambil
dari [2], pembuktian Lemma Snake dan Lemma
Lima dapat dilihat di [1] dan [5], sedangkan
perumuman Lemma Snake dan Lemma Lima
merujuk pada [3] dan [4].

PEMBAHASAN

Definisi 1. Barisan dari dari R-modul dan R-
homomorfisma

fi fi
C > My S My =5 My, — e

disebut barisan U;,,-eksak di M; jika Im (f;) =
fi73(W;4q), dimana U;,,; adalah submodul dari
Miyq.

Definisi 2. Barisan U-eksak 0 — 4 £> B 5 cC-0

. . . !
isomorfis dengan barisan U’-eksak 0 — A" > B’

NN jika terdapat diagram komutatif dari R-
homomorfisma:

f g
0O —>» A—>» B—>» C —>» 0

I R R

o—»A—>» B—>» ¢'—>» 0
f g
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sedemikian hingga «, B, dan y adalah
isomorfisma.

Teorema 3. Isomorfisma dari barisan U-eksak
merupakan relasi ekuivalen.

Bukti. Harus ditunjukkan isomorfisma dari barisan
U-eksak dan U’-eksak merupakan relasi refleksif,
simetris, dan transitif. Dengan mengambil «a, B,
dan y berupa pemetaan identitas, jelas «, B, dan
y  merupakan ismorfisma. Sehingga diperoleh
ismorfisma dari barisan U-eksak memenuhi sifat
refleksif. Selanjutnya, misalkan barisan U-eksak

f . . .
0>A45B3C -0 isomorfis dengan barisan U'-

eksak 0 - A’ 5 RN 0, maka terdapat
diagram komutatif
f g
0O —» A—>» B——» C —>» 0

oo

0O—» A —» B—>» C'—>» 0
f' g

sedemikian hingga «, B, dan y adalah
isomorfisma. Karena «, f, dan y adalah
isomorfisma, maka terdapat «~%, p~!, dan y~!
yang juga adalah isomorfisma. Sehingga barisan U'-

! !

eksak 0 - A’ 1 B'S ¢ -0 isomorfis dengan

barisan U-eksak 0-A L B A C -0 atau
ismorfisma dari barisan U-eksak memenuhi sifat
simetris. Tinggal ditunjukkan ismorfisma dari
barisan U-eksak memenubhi sifat transitif. Misalkan

misalkan barisan U-eksak 0 - A L B%c-o0
. . . f!
isomorfis dengan barisan U’-eksak 0 — A" > B’
! i fl
%¢' >0 dan barisan U'-eksak 0 — A'L> B’

r

%, ¢" - 0 isomorfis dengan barisan U'’-eksak 0 —

n n

f . .
4" 5B 50 sehingga terdapat diagram

komutatif

f g
O —» A—>» B—>» C —>» 0

SR
0—>»A'—>» B—» ('—>» 0
f g

all Btl yll
0 ' A” ’ BH ' CII . 0
f” gu
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sedemikian hingga «, B, v, a’, B', dan y' adalah
isomorfisma. Dengan memilih @ o a’, B o f’, dan
y oy’ yang juga merupakan isomorfisma, diperoleh
barisan U-eksak 0 — A L BSc-o0 isomorfis

gll

. I
dengan barisan U"-eksak 0 - A" —>B" —> (" -
0. Sehingga ismorfisma dari barisan  U-eksak
memenubhi sifat transitif.

Teorema 4. Jika barisan U-eksak dan U’-eksak
isomorfis, maka U = U’.

Bukti. Diberikan barisan U-eksak dan U’-eksak
isomorfis, maka terdapat diagram komutatif

f g
0O —» A—>» B—>» C —>» 0

SRR

0o—»A—>» B—>» ¢'—>» 0
f g

sedemikian hingga «, B, dan y adalah
isomorfisma. Untuk menunjukkan U = U’, cukup
ditunjukkan y(U) = U’. Ambil sebarang x € y(U),
sehingga terdapat w € U sehingga x = y(u).
Karena u €U dan baris pertama merupakan
barisan U-eksak, maka g~'(u) € g7'(U) =Im f
sehingga gg~1(u) € gf(4). Akibatnya, u€
gf(4), yaitu terdapat a, € A sedemikian hingga
u = gf(ay). Perhatikan bahwa,
x =y =y(gf(ay) = vg)f(ay) =
(9'B)f (ao) = g'(Bf)(ao)

= g'(f'a)(ao) = (¢'f)(a(ar))
Akibatnya, x € g'f'(A") cU' atau y(U) < U’
Selanjutnya, ambil y € U’. Karena g’ epimorfisma,
maka terdapat b € B’ sehingga g'(b) =y atau
b = g' ' (y). Mengingat baris kedua merupakan
barisan  U’-eksak, yaitu Im f' = g'~"(U"), maka
terdapat a € A sehingga b = f'(a). Karena y dan
B adalah  isomorfisma, maka y=g'(b) =
gf'@=gv'g'(f'(@)= Sehingga y=
v(gB7 () = v) (B (D)) = g'B(B~*(b)) =
9'(b).

Lemma 5 (Lemma Lima). Diberikan diagram
komutatif dari R-modul homomorfisma berikut
dimana setiap baris merupakan barisan eksak:

fs fa f3 f2

A5 _>A4__’A3_’ AZ _>A1

as l ay l laS laz lal
B5 B4 B3 BZ ! Bl

Is ga g3 92
77
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Q) Jika a,, a, adalah monomorfisma dan as
epimorfisma, maka as adalah
monomorfisma.

(i) Jika a,, a, adalah epimorfisma dan «a;
adalah monomorfisma, maka a5 adalah
epimorfisma.

(i) Jika  as adalah epimorfisma, a
monomorfisma, «,, a, adalah isomorfisma,
maka a5 juga isomorfisma.

Lemma 6 (Perumuman Lemma Lima). Diberikan
diagram komutatif dari R-modul homomorfisma
berikut dengan baris pertama adalah U-eksak di A,
V-eksak di A; dan {0}-eksak di A,, dan baris
kedua adalah {0}-eksak di B,, U’-eksak di B; dan
V'-eksak di B, :

fs fa fs f2

a5l a4l la3 laz lal

Bs —> B—* By, —> Br—*B
Is ga g3 92

(iv) Jika a,, a, adalah monomorfisma dan as
epimorfisma, maka as adalah
monomorfisma.

(v) Jika a,, a, adalah epimorfisma dan «a;
adalah monomorfisma, maka a5 adalah
epimorfisma.

(vi) Jika a4, a,, a,, as adalah isomorfisma,
maka a; juga isomorfisma.

Bukti.

(i) Akan  ditunjukkan as adalah
monomorfisma. Ambil x € Ker a5. Berarti
as;(x) =0. Karena 0=gsa3(x) =

a,f;(x), maka fz(x) € Kera, = 0.
Akibatnya, x € Ker f; S f,"'(U) = Im f,.
Sehingga, terdapat y € A, sedemikian
hingga f,(y) = x. Perhatikan bahwa : 0 =
az(x) = azfo(y) = gaas(y).  Akibatnya,
a,(y) € Ker g4 < g,”'(U") = Im gs.
Berarti terdapat z € Bs sehingga gs(z) =
a,(y). Mengingat a5 epimorfisma, maka
terdapat w € As sehingga as(w) = z.
Selanjutnya, a,(y) = gs(2) = gsas(w) =
a,fs(w) atau a,(y — fs(w)) = 0. Karena
a, monomorfisma, maka y — fs(w) =0
atau  y = f;(w). Dengan memanfaatkan
{0}-eksak pada A, diperoleh x = f,(y) =
fafs(w) = 0. Dengan demikian a5 adalah
monomorfisma.
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(i) Akan ditunjukkan a5 adalah epimorfisma.
Ambil sebarang x € B;, maka dimiliki
gs(x) € B,. Karena a, epimorfisma, maka
terdapat y € A, sehingga a,(y) = gs(x).
Mengingat baris kedua {0}-eksak di B,,
diperoleh 0 =9,9:(x) = g,a,(y) =
a,f>(y). Sehingga, f,(y) € Kera; = 0.
Akibatnya, y € Ker f, € f,”'(U) = Im f;,
yaitu terdapat z € A; sedemikian hingga
fs(z) = y. Selanjutnya, a,(y) = a,f3(z) =
g3a3(z) = g3(x) Karena a,(y) = g3(x).
Sehingga, gs(as(z2) —x) =0 atau
a3(z) — x € Ker g3 € g;71(U") = Im g,,
yaitu terdapat a € B, sedemikian hingga
as;(z) — x = g,(a). Dilain pihak, @, adalah
epimorfisma, yaitu terdapat beA,
sehingga a,(b) = a. Selanjutnya, g,(a) =
ga0,(b) = asfy(b) = az(z) — x karena
as(z) — x = g4(a). Akibatnya, a;(f,(b) —
z) = x, yaitu a; adalah epimorfisma.

Dengan memanfaatkan (i) dan (ii) diperoleh

langsung a5 juga isomorfisma.

Lemma 8 (Perumuman Lemma Snake). Misalkan

f' g
A—>»B—» ('"—>» 0

o ool

0O—»A—>» p —>» C
f 9

adalah diagram komutatif sedemikian hingga

(1) Baris pertama adalah U’-eksak dan baris
kedua adalah U-eksak.

2 Wcime

(3 UcImy

@ gWcu, fw)=Vv

(6 Ucy )

Maka terdapat homomorfisma  w: %

Coker a sedemikian hingga barisan :

! Ly U
a” (W) 5 B~X(V) 5 Y ) % Coker«a

U’

i Coker 3 3 Cokery
eksak.
Bukti. Ambil x € g'(871(V)), maka terdapat y €
V sedemikian hingga g'(8~*(y)) = x. Karena y €
V maka g(y) € C, dan g(V) < U mengakibatkan
g(y) €U.  Sehingga ¥y '(g() €y ().
Akibatnya  g'(B7*() =y (9») e y (V).
Sehingga g'(8~*(V)) € y~*(U). Dengan cara yang
sama dapat ditunjukkan f’'(a=t(W)) < B71(V).
Akibatnya terbentuk barisan:

g1y 2 -y

!
|(Z_1(W)
_—

)

77
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Dibentuk homomorfisma kanonik m: y~1(U) —
-1

VTEU). Misalkan £/ = f'|q-1yy dan gl =
7g'|g-1(y) sehingga diperoleh barisan:

) a” ' (W)

5oy 5 LY

Dilain pihak, dari f dan g dapat dibentuk

homomorfisma f* :ﬁ — % dengan f*(a +

Ima) =f(a)+ImpB, dan g*:m—”my

dengan g*(b +ImpB) = g(b) + Imy. Sehingga
diperoleh barisan:

(1

B C

Coker a f—> Coker 8 5 Cokery

Selanjutnya  akan  ditunjukkan  terdapatnya
homomorfisma w : % — Cokera  yang
menghubungkan barisan (1) dan (II). Misalkan z +
v'e 2. pilih b€ B’ sehingga g'(b) = z.
Karena gB(b") =yg'(b") =y(z) e U, maka
B(b") € g71(U). Mengingat barisan (II) eksak,
maka B(b") € Im f. Akibatnya terdapat dengan
tunggal a € A sedemikian hingga 8(b") = f(a) dan
a=f"1B(®"). Didefinisikan w(Ez+U)=a+
Im a. Misalkan b" € B’ dengan g'(b"") = z, maka
terdapat a’ € A sedemikian hingga g(b"") = f(a’).
Dari g'(b") = z dan g'(b"") = z, diperoleh g’ (b’ —
b'") =0. Akibatnya b'—b" €eKerg' c
g’ ~'(U") = Im f', sehingga terdapat @ € A’ dengan
b'—b" = f'(a). Karena Bf' (@) = fa(a),
diperoleh B(b—b"") = fa(a) yang berakibat
f(a—a') = fa(a). Mengingat f monomorfisma,
maka a—a' =a(a) € Ima. Akibatnya a+
Ima =a’ + Im a, yaitu w terdefinisi dengan baik.
Tinggal ditunjukkan keeksakan

£ Ly U
a” W) - p7HW) 4 U(’ ) % Cokera

£ !
— Coker f3 5 Cokery

Langkah 1 : Akan ditunjukkan I'm f, = Ker g..
Ambil b’ € Kerg,. Berarti g.(b’)=0+U'
sehingga diperoleh g'(b") € U'. Akibatnya b' €
g’_l(U’). Karena baris (1) eksak, terdapat x € A’
sehingga b’ = f'(x). Karena f' = f'|;-1y»,
tinggal ditunjukkan x € a~*(W). Perhatikan
bahwa: fa(x) =Bf'(x) =B(b"). Karena b'E€
B~1(V), maka B(b") € V. Akibatnya fa(x) € V.
Dilain pihak f (W) = V dan f monomorfisma, maka
a(x) € W atau x € a~*(W). Akibatnya Ker g, €
Im f,'. Selanjutnya, ambil a € Im f, berarti terdapat
x € a”*(W) sehingga f(x) = a atau f'| -1y =
a, f'(x) =a. Akibatnya a € Im f' = g'~'(U"),
yaitu g'(a) € U'. Sehingga Imf, < Ker g,,
dengan kata lain Im f,” = Ker g..

Langkah 2 : Im g, = Ker w.
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Ambil x € Im g, terdapat b’ € B~1(V) sehingga
g' (") + U' = x. Selanjutnya w(x) = w(g'(b") +
Uy =76 (g (g ) +Ima =B +
Ima. Karena b'€pB1(V) maka pB(b")EV.
Mengingat f(W) =V dan f monomorfisma maka
f1B(b) e W S Ima. Akibatnya w(x) € Ima
sehingga x € Ker w. Jadi Im g; € Ker w. Ambil
y=c +U €Kerw dengan ¢’ € y~1(U) berarti
w(+U)=Ima atau [~ (g’_l(c’)) +
Im a € Im a. Sehingga terdapat x € A’ sedemikian
hingga  (g'~*(c")) = fa(x) = Bf'(x).
Akibatnya B (g’_l(c’) — f’(x)) =0 vyaitu
g ") = f'(x) € Ker B € B~1(WV). Sehingga
g (g7 @) - f'@) =mng' (g7 (c) -
f’(X)) =g (g’_l(C’) - f’(x)) +U =c+U =
y. Akibatnya Ker w € Im g,. Dengan demikian
Im g, = Ker w.
Langkah 3:Im w = Ker ™.

-1
Ambil x € Im w yaitu terdapat ¢’ + U’ €t UEU)

sehingga w(c'+ U") = x. Perhatikan bahwa:
(7)) +ma=x,

o8 (a7 e)) + imal = £,

B (g’_l(c’)) +Im B = f*(x). Sehingga x € Ker
f* atau Im w < Ker f*. Selanjutnya misalkan y =
a+Imac€Kerf* berarti f*(a+Ima)=Imp
atau f(a) + Im B = Im B, sehingga f(a) € Im B.
Akibatnya terdapat b’ € B’ sedemikian hingga
B(b") = f(a). Mengingat gB =yg' diperoleh
yg'(b") € U. Akibatnya, g'(b") € y~1(U) sehingga
w(@®)+U)=f1pB)Y+Ima=a+

Im a = y. Diperoleh Ker f* € Im w sehingga Ker
fr=Imo.

Langkah 4 :Im f* = Ker g".

Misalkan f*(a+Ima) € Im f*, maka g*f*(a +
Ima) =gf(a) +Imy. Karena gf(a)€UC
Imy maka g*f*(a+Ima) € Imy. Akibatnya
f*(a+Ima) €Kerg*, vyaitu Imf*cSKerg".
Selanjutnya ambil b+ Im g € Ker g*, berarti
gb+ImpB)=gb)+Imyelmy. Sehingga
terdapat ¢’ € €' sedemikian hingga g(b) = y(c').
Karena g’ epimorfisma, maka g(b) = yg'(b") =
gB"). Ini berakibat g(b — B(b")) =0 atau b —
p(b) EKerg S g (U)=Imf. Sehingga
terdapat a € A sedemikian hingga b+ Imp =
f@+ImpB =f*(a+Ima), yaitu Ker
g *SIm f*. Dengan demikian Im f* = Ker g*.

Akibat 9. Misalkan
f' g
AA—>»B —» ('—» 0

ool

0O—>A—>p5—> C
; g 78
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adalah diagram komutatif sedemikian hingga

(1) Baris pertama adalah U’-eksak dan baris
kedua adalah U-eksak.

2 U cy*(U) dan U S Imy.

Maka barisan :

4 U(’ ) % Coker a

Coker 3 % Cokery

f*’ g»’«
Kera — Kerp -
fl
-

eksak.
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