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Abstract 

This study aims to explore the proof ability of prospective mathematics teacher students in number 

problems reviewed based on the proof method. This study is necessary because the ability to reason 

in proof is an important competency that prospective mathematics teacher students must have. 

This type of research is a combination of quantitative and qualitative with a case study approach, 

namely research that intends to understand the phenomenon of what is experienced by the 

research subject holistically and naturally. The results of the study provide an overview of the 

reasoning used by students in proving number problems, the errors found are as follows: (1) In 

proofs by mathematical induction, carrying out inappropriate algebraic manipulations and 

reasoning errors involving natural numbers, (2) Indirect proofs by direct proofs by inappropriate 

reasoning, (3) Indirect proofs (by contradiction), conceptual errors in indirect proofs and reasoning 

errors. 
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Abstrak 

Penelitian ini bertujuan mengeksplorasi kemampuan pembuktian mahasiswa calon guru 

matematika dalam masalah bilangan ditinjau berdasarkan metode pembuktiannya. Penelitian ini 

diperlukan karena kemampuan penalaran dalam pembuktian merupakan kompetensi penting 

yang harus dimiliki mahasiswa calon guru matematika. Jenis penelitian ini adalah gabungan 

kuantitatif dan kualitatif dengan pendekatan studi kasus, yaitu penelitian yang bermaksud untuk 

memahami fenomena tentang apa yang dialami oleh subjek penelitian secara holistik dan 

alamiah. Hasil penelitian memberikan gambaran mengenai penalaran yang digunakan 

mahasiswa dalam melakukan pembuktian masalah bilangan, kesalahan yang ditemukan adalah 

sebagai berikut: (1) Pada pembuktian dengan induksi matematika, melakukan manipulasi aljabar 

yang tidak tepat dan kesalahan penalaran yang melibatkan bilangan asli, (2) Pada pembuktian 

langsung penalaran yang tidak tepat, (3) Pada pembuktian tidak langsung (dengan kontradiksi), 

kesalahan konsep pembuktian tidak langsung dan kesalahan penalaran. 

Kata Kunci: kemampuan pembuktian; masalah bilangan; metode pembuktian   

 

 

1. PENDAHULUAN 

Sistem Pendidikan Nasional Republik Indonesia maupun National Council Teacher 

Mathematika (NCTM) telah ditetapkan lima keterampilan proses yang harus dimiliki 
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peserta didik melalui pembelajaran matematika, yaitu (1) pemecahan masalah, (2) 

penalaran, (3) komunikasi, (4) koneksi, dan (5) representasi (NCTM, 2000). Kelima 

keterampilan proses ini diperlukan dalam membuktikan suatu pernyataan dalam 

matematika. Di dalam matematika, bukti adalah serangkaian argumen logis yang 

menjelaskan kebenaran suatu pernyataan. Ini menunjukkan kelima keterampilan proses 

matematis ini perlu dikaji secara menyeluruh dan mendalam, dikaitkan dengan 

pengalaman peserta didik secara langsung. Pembuktian merupakan suatu proses 

validasi hukum matematika yang biasanya diberikan dalam bentuk argumen. Struktur 

argumen terdiri atas dua bagian yaitu hipotesis/premis dan kesimpulan (Subarinah, 

Junaidi, Triutami, Wulandari, & Salsabila, 2021). Argumen-argumen ini dapat berasal 

dari premis pernyataan itu sendiri, teorema-teorema lainnya, definisi, dan akhirnya 

dapat berasal dari postulat dimana sistem matematika tersebut berasal. 

Pembuatan bukti telah lama mendapatkan perhatian besar dalam matematika teoritis. 

Menurut Susanto (2011) pembuktian matematis diartikan sebagai kumpulan alasan 

dengan fungsi memperkuat atau menentang suatu pendapat, gagasan, maupun 

pendirian dan secara logis menunjukkan nilai kebenarannya). Sedangkan Griffiths (Dewi 

& Dasari, 2023) mendefinisikan pembuktian matematis sebagai cara pikir yang formal 

serta logis diawali dari aksioma kemudian bergerak maju melalui serangkaian langkah 

logis hingga sampai pada sebuah konklusi. Yang dimaksud logis di sini, adalah semua 

langkah pada setiap argumen harus dijustifikasi oleh langkah sebelumnya. Jadi 

kebenaran semua premis pada setiap deduksi sudah dibuktikan atau diberikan sebagai 

asumsi. 

Subarinah et al. (2017, 2018, 2020) secara bertahap dan berkelanjutan meneliti tentang 

invergigasi matematik yang terdiri 4 tahap, yaitu spesialisasi (specialising), pendugaan 

(conjecturing), generalisasi (generalising), dan justifikasi (justifying). Dalam justifikasi, 

dilakukan langkah pembenaran atau pembuktian dari dari eneralisasi. Hasil penelitian 

Subarinah et al. (2020) menunjukkan bahwa kemampuan justifikasi (pembuktian) 

mahasiswa program studi pendidikan matematika tergolong rendah, bahwa untuk 

mahasiswa dengan kemampuan matematika rendah dan sebagian besar mahasiswa 

dengan kemampuan matematika sedang, tidak dapat melaukan justifikasi.  

Pembelajaran teori bilangan pada umumnya disajikan secara analitis yang memuat 

definisi, kemudian teorema-teorema dan akibat-akibat yang menuntut pembuktian 

secara urut dan logis. Sehingga kemampuan dalam membuktikan suatu teorema dan 

argument dalam masalah bilangan sangat diperlukan bagi mahasiswa calon guru 

matematika. Hal ini juga disebabkan pembuktian matematis tidak banyak dikaji dalam 

jenjang pendidikan dasar dan menengah. Dewi dan Dasari (2023) mengungkapkan 

bahwa dari 30 penelitian tentang pembuktian matematis, 16% untuk jenjang pendidikan 

menengah, selebihnya untuk pendidikan tinggi. Hal ini memberikan indikasi bahwa 

kemampuan pembuktian matematis sampai akhir jenjang pendidikan menengah masih 
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belum optimal, tentu akan berakibat pada kemampuan pembuktian untuk mahasiswa 

calon guru matematika.    

Metode dalam pembuktian matematika terdapat beberapa metode pembuktian misalnya 

metode induksi matematika, bukti langsung, bukti dengan kontrapositif maupun bukti 

dengan kontradiksi (Sundstrom 2014). Metode pembuktian terbagi menjadi tiga jenis, 

yaitu (1) pembuktian langsung, (2) tidak langsung (kontradiksi dan kontraposisi), dan (3) 

induksi matematika (Juandi, 2008; Kusno, 2014). Pembuktian langsung merupakan 

pembuktian menggunakan penyimpulan dengan memakai hipotesis-hipotesis secara 

langsung untuk sampai pada konklusinya, sedangkan bukti tidak langsung dimulai 

dengan asumsi negasi dari proporsi yang akan dibuktikan dan menunjukan bahwa hal 

itu menuju pada suatu kontradiksi (Kusno, 2014). Induksi matematika merupakan suatu 

metode pembuktian yang berbasis rekursi serta digunakan sebagai pembuktian dugaan 

yang mengklaim bahwa suatu penyataan benar untuk himpunan bilangan bulat positif 

dari beberapa variable (Firmasari & Sulaiman, 2019).  

Dalam penelitian ini, sesuai dengan pendapat Sundstrom (2014), Juandi, (2008) dan 

Kusno (2014), metode pembuktian dibedakan menjadi empat. Keempat metode tersebut 

adalah (1) induksi matematika (2) pembuktian langsung, (3) kontradiksi (pembuktian 

tidak langsung), (4) dan kontraposisi (pembuktian tidak langsung). 

2.  METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menggunakan metode campuran (mixed method) yaitu kualitatif dan 

kuantitatif (Sugiyono, 2009). Data kuantitatif diperlukan saat penskoran hasil tes soal 

pembuktian dan pengkategorian tingkat kemampuan dalam pembuktian mahasiswa 

calon guru matematika. Analisis data kualitatif diperlukan saat mendeskripsikan skema 

penalaran pembuktian masalah bilangan mahasiswa calon guru matematika pada tiap-

tiap metode pembuktian, serta hubungan-hubungannya. 

Sasaran penelitian ini adalah mahasiswa calon guru matematika di Program Studi 

Pendidikan Matematika PMIPA FKIP Universitas Mataram, syaratnya sedang atau 

telah mengambil mata kuliah teori bilangan dan logika matematika. Lokasi penelitian 

ini adalah di Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan Universitas Mataram. 

Data penelitian yang dikumpulkan adalah (1) tes pembuktian masalah bilangan yang 

terdiri 3 soal pembuktian dengan metode yang berbeda, yaitu (i) induksi matematika, (ii) 

bukti langsung, (iii) bukti tidak langsung, dan (2) wawancara pada mahasiswa wakil 

proporsional metode pembuktian. Wawancara dilakukan menggunakan pedoman 

wawancara semi terstruktur, wawancara difokuskan untuk mengeksplorasi skema-

skema penalaran mahasiswa calon guru dalam pembuktian matematis masalah 

bilangan. 
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3.  HASIL DAN PEMBAHASAN 

Penelitian ini menggunakan instrumen berupa soal pembuktian materi bilangan dengan 

menggunakan tiga cara pembuktian. Pembuktian yang pertama menggunakan induksi 

matematika, pembuktian kedua dengan bukti langsung, dan pembuktian ketiga dengan 

bukti tidak langsung. Penelitian dilaksankan pada mahasiswa Pendidikan Matematika 

yang mengambil mata kuliah Teori bilangan. Berikut akan dipaparkan instrumen yang 

digunakan dalam penelitian ini. 

1) Untuk setiap bilangan asli n berlaku 

∑𝒊𝟑 = (
𝟏

𝟐
𝒏(𝒏 + 𝟏))

𝟐

=

𝒏

𝒊=𝟏

𝟏

𝟒
𝒏𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐 

Buktikan dengan induksi matematika! 

2) Buktikan secara langsung dan tidak langsung:  jika 𝒅|𝒂 dan 𝒅|𝒃 maka 𝒅𝟐|𝒂𝒃.  

Pada pembuktian dengan induksi matematika hanya 9% subjek yang dapat menjawab 

dengan benar (nilai 90-100). Subjek yang lain melakukan beberapa kesalahan. Pada 

pembuktian bagian (i) untuk n = 1, terdapat 5% subjek tidak menjawab untuk n = 1. 

Mereka beralasan tidak paham bahwa harus ditunjukkan dahulu bahwa pernyataan 

benar untuk n = 1. Dan ada 86% subjek melakukan manipulasi aljabar yang tidak tepat, 

yaitu kesalahan penalaran yang melibatkan bilangan asli. Subjek tidak melakukan 

kesamaan dari bilangan asli dengan melibatkan beberapa operasi untuk menunjukkan 

bahwa pernyataan benar untuk n = 1. Kesalahan-kesalahan yang dilakukan adalah 

sebagai berikut. 

Tabel 1. Kesalahan dalam Pembuktian Induksi Matematika 

Langkah Kesalahan Prosentase subjek (%) 

i tidak menjawab untuk n = 1 5 

 manipulasi aljabar tidak tepat 86 

ii tidak melakukan manipulasi aljabar 15 

 konsep kebenaran n = k ke n = k + 1 37 

 manipulasi aljabar 19 

 konsep sigma 44 

 

Dan berikut ini contoh jawaban yang kurang tepat pada bagian (i), dikarenakan subjek 

tidak tepat dalam melakukan manipulasi aljabar. Susunan kesamaan tidak diurutkan 

sesuai dengan yang akan dibuktikan. Jadi yang ditulis masih sama dengan buramnya 

(orek-orekan). 
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Gambar 1. Jawaban Dengan Manipulasi Aljabar Yang Tidak Tepat untuk n = 1. 

Pada pembuktian bagian (ii), hanya terdapat 9% subjek yang menjawab benar. Dalam 

pembuktian langkah kedua, terdapat 15% subjek tidak melakukan langkah manipulasi 

aljabar, yaitu kebenaran untuk n = k membawa untuk kebenaran untuk n = k + 1. Subjek 

hanya menguraikan pernyataan untuk n = k dan untuk n = k + 1, tanpa menghubungkan 

bahwa kebenaran untuk n = k, akan membawa kebenaran untuk n = k + 1. Subjek belum 

memahami sepenuhnya langkah-langkah pembuktian dalam induksi matematika. 

 

Gambar 2. Kesalahan Langkah ke (ii) Kebenaran n = k Membawa Kebenaran ke 

untuk n = k + 1 

Pada jawaban subjek yang tidak melakukan langkah manipulasi aljabar, yaitu 

kebenaran untuk n = k membawa ke kebenaran untuk n = k + 1. 

Terdapat 44% subjek melakukan kesalahan dalam konsep sigma. Subjek belum 

memahami sepenuhnya arti/makna konsep sigma. 

 

Gambar 3. Jawaban Dua Subjek yang Melakukan Kesalahan Konsep Sigma 
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Dalam pembuktian langkah kedua, terdapat 19% subjek melakukan kesalahan 

manipulasi aljabar. Subjek kurang teliti dalam melakukan proses manipulasi aljabarnya. 

Berikut contoh pekerjaan subjek yang kurang teliti dalam melakukan proses manipulasi 

aljabar, yaitu subjek salah dalam menfaktorkan, padahal langkah awal sudah benar. 

 

Gambar 4. Kesalahan Subjek Dalam Manipulasi Aljabar 

Pada pembuktian langsung, sebagian besar subjek (79%) dapat melakukannya, 

walaupun ada yang kurang lengkap argumennya (32%). Kelengkapan argumen yang ada 

adalah sebagai berikut: 1) tidak lengkap dalam menyebutkan definisi keterbagian, 2) 

tidak menyebutkan tentang ketertutupan perkalian bilangan bulat, 3) manipulasi 

aljabar tidak lengkap.  

  

(a)                                                                (b) 

Gambar 5. Kurang lengkap argumennya pada pembuktian langsung 

Pada pembuktian dalam gambar (a) di atas, subjek tidak sifat tertutup perkalian 

bilangan bulat dan juga sifat pertukaran perkalian bilangan bulat. Pada gambar (b) 

subjek bahkan tidak memberikan argument sama sekali. 
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Terdapat 21% subjek yang tidak dapat membuktikan dengan cara langsung, 

dikarenakan salah konsep. Beberapa subjek tidak paham tentang konsep pembuktian 

langsung (14%), dan ada yang salah konsep tentang keterbagian (7%). 

 

Gambar 6. Kesalahan Konsep pada Pembuktian Langsung 

Pada gambar di atas, subjek salah konsep pada definisi keterbagian, sehingga kesalahan 

di awal menyebabkan kesalahan pada langkah selanjutnya. 

Pada pembuktian tidak langsung, hanya 7% subjek yang dapat melakukannya dengan 

benar. Walaupun masih terdapat sedikit penjelasan yang kurang lengkap. Subjek yang 

memahami pembuktian tidak langsung, tetapi tidak dapat melakukannya dengan benar 

ada sebanyak 31%. Subjek melakukan kesalahan manipulasi aljabar dan kesalahan 

konsep dari keterbagian.  

 

Gambar 7. Hasil Pembuktian Tidak Langsung (Kurang Tepat) 

Dalam pembuktian pada gambar di atas, konsep pembuktian tidak langsung dengan 

kontradiksi sudah benar. Konsep keterbagian juga benar, hanya saja cara 

penyampaiannya kurang tepat, karena tidak mengikuti urutan logisnya. 

Sedangkan sebagian besar subjek (62%) tidak dapat memahami dan tidak melakukan 

pembuktian tidak langsung. Subjek yang tidak melakukan pembuktian tidak langsung 

(tidak menjawab) ada 14%. Sebagian subjek salah konsep tentang bukti tidak langsung 

(kontrapositif), seharusnya dibuktikan ~𝑞 → ~𝑝, tetapi subjek melakukan dengan ~𝑝 →

~𝑞.  
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Gambar 8. Hasil Pembuktian Tidak Langsung (Salah) 

Pada gambar di atas, subjek tidak memahami cara pembuktian tidak langsung dan juga 

ada kesalahan konsep tentang keterbagian. 

Mahasiswa pendidikan matematika seharusnya bisa melakukan pembuktian matematis 

(bukti formal), terutama pembuktian dengan induksi matematika. Karena mahasiswa 

pendidikan matematika adalah calon guru SMP/ sederajat dan SMA/ sederajat, dimana 

di sekolah, terutama SMA juga ada materi pembuktian dengan induksi matematika. Hal 

ini sejalan dengan Siswono et al., (2020) yang menyatakan bahwa pembuktian formal 

adalah komponen penting yang harus dimiliki dan dikembangkan oleh mahasiswa. 

Sedangkan kemampuan pembuktian matematis ini merupakan kemampuan mendasar 

yang seharusnya juga dimiliki oleh siswa yang belajar matematika (NCTM, 2000; Noto 

et al., 2019). Tetapi masih ada beberapa mahasiswa yang tidak memahami konsep 

pembuktian dengan induksi matematika, bahkan sebagian besar melakukan kesalahan 

dalam manipulasi aljabar. Hal ini disebabkan subjek tidak teliti dan kurang latihan, 

serta kebiasaan dari sekolah yang jarang mengerjakan soal yang berbantuk uraian. 

Hasil penelitian ini menunjukkan, masih banyak mahasiswa pendidikan matematika 

yang melakukan kesalahan dalam pembuktian matematis. Hal ini sesuai dengan hasil 

penelitian Herutomo (2019) yang mengatakan bahwa beberapa kesalahan yang 

dilakukan dalam pembuktian induksi matematika adalah manipulasi aljabar yg tidak 

tepat dan kesalahan penalaran yang melibatkan bilangan asli. Penelitian oleh Tapo dan 

Rudhito (2025) juga menunjukan bahwa banyak mahasiswa pendidikan matematika 

yang membuat kesalahan dalam pembuktian matematika disebabkan manipulasi aljabar 

yang salah dan representasi visual yang buruk. 

Pada pembuktian langsung, sebagian besar subjek bisa melakukannya. Tetapi pada 

pembuktian tidak langsung sebagian besar subjek tidak bisa melakukannya. Hal ini 

disebabkan di buku teks yang digunakan sebagian besar contoh bukti yang diberikan 

adalah bukti langsung dan tidak ada contoh pembuktian tidak langsungnya. Mahasiswa 

bingung, tidak mengetahui arah untuk melakukan pembuktian tidak langsung. 

Mahasiswa juga merasa pembuktian langsung lebih mudah dari pada pembuktian tidak 

langsung. Perbowo dan Pradipta (2017) mengungkapkan bahwa sebagian besar 

mahasiswa pendidikan matematika kesulitan mengingat dan menerapkan pembuktian 
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tidak langsung, seperti kontrapositif dan kontradiksi, yang menunjukkan kesulitan 

dengan metode ini dibandingkan dengan pembuktian langsung. 

4.  SIMPULAN 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan sebelumnya, maka simpulan dalam 

penelitian ini adalah sebagai berikut. Mahasiswa pendidikan matematika masih banyak 

yang melakukan kesalahan dalam pembuktian matematis. Hanya sebagian kecil 

mahasiswa yang dengan benar melakukan pembuktian. Kesalahan paling banyak yang 

dilakukan mahasiswa dalam pembuktian induksi matematika adalah kesalahan 

manipulasi aljabar, ada yang tidak melakukan manipulasi aljabar (15%) dan paling 

banyak yang kurang tepat dalam manipulasi aljabar (86%). Sedangkan kesalahan konsep 

(sigma) (44%) dan kesalahan dalam langkah kedua dalam pembuktian induksi 

matematika (37%). Dalam pembuktian langsung sebagian besar subjek (79%) dapat 

melakukan dengan benar, karena dalam buku teks banyak contoh pembuktian langsung. 

Sedangkan dalam pembuktian tidak langsung, sebagian besar subjek (62%) melakukan 

kesalahan. Hal ini dikarenakan tidak ada contoh pembuktian tidak langsung dalam buku 

teks.  Dapat dikatakan bahwa masih banyak mahasiswa pendidikan matematika yang 

belum lancar dalam pembuktian matematis, terutama pada pembuktian tidak langsung. 
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