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Abstract

The metric dimension is a fundamental concept in graph theory that utilizes the vector
representation of distances between vertices and a subset of vertices in a graph. This concept has
broad applications in various fields, such as navigation, network localization, and network design.
Let G(V,E) be a connected graph with order n. A subset L = {v,,v,,..,:} S V(G) is called a
resolving set, and the representation of a vertex v with respect to L is a vector
(d(v,v1),d(v,vy), ..., d(v,v4) ), where d(v, v;) is the distance between v and v;. The metric dimension
of G, denoted as dim(G), is the smallest cardinality of L such that every vertex in G has a unique
representation. The windmill graph K; + nK; is a graph obtained by connecting a vertex x in the
complete graph K; to every vertex in n copies of the complete graph K;. This paper employs a
structural analysis method focused on the single vertex in K; and determines the vector
representations of all vertices in the windmill graph by analyzing inter-vertex distances. The final
result shows that the metric dimension, dim(K; + nK3) = 2n, where n is an integer n > 2.

Keywords: Wildmill graph; metrik dimension; vertex represntasi; complete graph.

Abstrak

Dimensi metrik adalah konsep fundamental dalam teori graf yang menggunakan representasi
vektor jarak simpul terhadap sejumlah simpul dari graf. Konsep ini memiliki aplikasi luas di
berbagai bidang, seperti navigasi, lokalisasi jaringan, dan perancangan jaringan. Misalkan G(V,E)
graf terhubung dengan order n. Himpunan L = {v,v,,--,v} € V(G), representasi simpul v
terhadap L adalah vektor (d(v, v,),d(v,v,), -, d(v,v;)) dengan d(v, v;) adalah jarak antara simpul
v ke simpul v;. Dimensi metrik G, dim(G) adalah kardinalitas terkecil L sehingga setiap simpul
dari G memiliki representasi yang berbeda. Graf kincir K; + nK; adalah graf yang diperoleh
menghubungkan simpul x di graflengkap K; ke setiap simpul dari n copy graflengkap K;. Tulisan
ini menggunakan metode analisis struktur graf yang berpusat pada satu simpul K; dan penentuan
representasi vektor setiap simpul graf kincir dengan analisis jarak antar simpul. Hasil akhir
menunjukkan bahwa nilai dimensi metrik, dim(K; + nK;) adalah 2 kali n dimana bilangan bulat
nz= 2.

Kata Kunci: graf kincir; dimensi metrik; representasi simpul; graf lengkap.

1. PENDAHULUAN
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Dimensi metrik dari sebuah ruang metrik pertama kali diperkenalkan oleh Blumental (1953).
Secara intuitif, himpunan simpul dari sebuah graf yang dilengkapi dengan jarak dapat dianggap
sebagai ruang metrik. Konsep dimensi metrik pada graf muncul secara alami dalam berbagai
aplikasi. Misalnya, dalam suatu graf atau jaringan, jika diperlukan untuk menemukan sesuatu
dengan menggunakan detektor yang ditempatkan pada simpul-simpul tertentu, maka setiap
simpul harus dapat diidentifikasi secara unik berdasarkan jaraknya ke detektor tersebut. Ide ini
telah dikembangkan hampir bersamaan oleh J. P. Slater (1975), yang menyebut himpunan
simpul yang dapat menemukan setiap simpul sebagai locating set, dan oleh Harary dan Melter
(1976), yang menyebut himpunan tersebut sebagai resolving set. Harary dan Melter juga
memperkenalkan istilah dimensi metrik untuk menyatakan jumlah elemen dalam himpunan
penyelesaian minimum.

Konsep ini telah diterapkan secara luas di berbagai bidang, seperti deteksi bahaya dalam
jaringan ( Karpovsky,1998; Ungrangsi, 2004), navigasi robot dalam jaringan ( Khuller,1996;
Melter, 1984), atau dalam kimia (Johnson, 1998). Dimensi metrik telah banyak diteliti, lihat
misalnya [1,2,5-8,13,25,28,29] dan referensinya. Selain itu, ada beberapa pengembangan alami
dari definisi dimensi metrik dalam literatur, termasuk penggabungannya dengan konsep
dominasi, seperti yang dibahas dalam (Haynes,2006; Okamoto,2010; Saenpholphat,2004).

Perluasan lain dari dimensi metrik adalah dimensi k-metrik yang diperkenalkan dalam (
Moreno, 2015), dan juga dibahas dalam (Beardon, 2019; Moreno,2016; Yero, 2017). Misalnya,
jika sebuah robot sedang bernavigasi dalam jaringan dan menghitung lokasinya berdasarkan
jarak ke sejumlah landmark yang terpasang di simpul-simpul tertentu, maka jika dua posisi
hanya dibedakan oleh satu landmark dan komunikasi dengan landmark ini terputus, robot tidak
akan dapat menentukan posisinya. Oleh karena itu, untuk meningkatkan akurasi deteksi atau
ketahanan sistem, mungkin perlu memiliki sekumpulan detektor sehingga setiap pasangan
simpul dapat dibedakan oleh setidaknya k simpul. Dimensi metrik graf lengkap telah di peroleh
dari Chartrand bahwa dim(K,) = n. Graf Kincir K; + nK,, memiliki dimensi metrik yang
berbeda dengan K; maupun K,,. Bagaimana penentuan dimensi metrik graf kinci menjadi hal
yang menarik untuk dikaji. Pada hasil akhir, tulisan ini menyajikan bahwa dimensi graf kincir
memiliki berhubungan n copi grafgraf lengkap K,,, khusus untuk m = 3.

Diberikan sebuah graf sederhana dan terhubung G = (V,E), dengan V(G) sebagai himpunan
simpul dan E(G) sebagai himpunan sisi, sebuah himpunan S = {w;,w,, -, w;} € V(G)
disebut himpunan pembeda untuk graf G jika dan hanya jika untuk setiap pasangan simpul
yang berbeda u,v € V(G), jarak d(u,w;) tidak sama dengan d(v,w;) untuk setiap i €
{1,...,k}. Dimensi metrik dari graf G adalah kardinalitas terkecil dari sembarang himpunan
pembeda dari graf G, dinotasikan dengan dim(G)..

2. METODE PENELITIAN
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Penelitian diawal dengan pendefinisian representasi simpul dalam graf. Misalkan u dan v
adalah dua vertex pada graf terhubung G, maka jarak dari u ke v adalah panjang lintasan terpendek
antara u dan v pada G vyang dinotasikan dengan d(u,v). Untuk himpunan terurut W =
(w1, wy, ..., wy) dari vertex-vertex dalam graf G dan vertex v pada G, representasi dari v terhadap W
adalah k-vektor (pasangan k-tuple).

r(v|W) = (d(v, wy),d(v,wy), ..., d(v, Wk))

Pendefinisian Konsep dimensi metrik

Selanjutnya, penentuan basis dari graf. Jika representasi v terhadap W untuk setiap vertex v pada G
berbeda, maka W disebut himpunan pembeda dari graf G. Himpunan pembeda dengan kardinalitas
terkecil disebut himpunan pembeda terkecil (basis metrik), dan kardinalitas dari basis metrik tersebut
dinamakan dimensi metrik dari G dan dinotasikan dengan dim (G).

Pendefinisian Graf Kincir

Objek yang ditelah adalah graf Kincir dengan K3. Graf kincir K; + nKj terdiri jenis graf yang terdiri dari
graf lengkap K; dan graf lengkap K3 sebanyak n. Graf K; terdiri dari satu simpul, sedangkan graf
lengkap K3 memiliki n simpul dan n sisi, dimana setiap simpul dihubungkan dengan satu simpul pusat
dan simpul-simpul lainnya membentuk segitiga. Sebagai ilustrasi perhatikan Gambar 1.

Gambar 1. Graf Kincir K; + nK3

Misal x adalah simpul pusat dari graf G= G = K; + nK; dengan simpul K; copy ke-i
disebut simpul pinggir ke — iadalah {z; ;,z; ,z; 3 } sehingga V(G) = {x} U {z;;|1 < i <
n1<j< 3}

Menentukan dimensi metrik

Menentukan simpul-simpul yang akan digunakan sebagai himpunan pembeda,
selanjutnya menghitung jarak dari setiap simpul dalam graf ke setiap simpul himpunan
pembeda, kemudian memastikan setiap simpul dalam graf memiliki representasi jarak
yang unik terhadap simpul-simpul himpunan pembeda. Berikut tahap penentuan

dimensi metrik secara eksak.
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1. Konstruksi himpunan pembeda dari graf kincir

2. Penentuan representasi setiap simpul graf dengan himpunan pembeda.

3. Menentukan batas atas maupun batas bawah dimensi metrik graf kincir.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dimensi Metrik Graf Kincir ...

Perhatikan graf kincir, G= G = K; + nK3 dengan simpul K; copy ke-i disebut simpilpinggir ke-I
adalah {z; 1,7 5,2;3 } sehingga V(G) = {x} U {z;;|]1 < i< n,1 < j < 3}, dan simpul pusat x dari

kincir. Kajian dimulai dengan mengambil nilai m=2. Lemma 1 berikut memperlihatkan batas atas

dimensi metriknya adalah 4.

Lemma 1.

Jika graf kincir G = K; + 2K;3, makadim(G) < 4

Bukti

Misal himpunan L={z; 5,2 3,22 2,223 } © V(G).

Gambar 2 Graf Kincir K; + nK3, (a)n =2 (b)n =3

Dengan menggunakan Gambar 2.a, terdapat 3 simpul yang tidak berada di L vyaitu x,z; 4,254 ,

diperoleh representasi setiap simpul dapat dilihat seperti pada Tabel 1.

Tabel 1. Representasi simpul-simpul dari graf K; + 2K;

No  Simpul v r(v|L)
1 X (1,1,1,2)
2 Zy1 (1,1,2,2)
3 Z12 (0,1,2,2)
4 Z1,3 (1,0,2,2)
5 Z31 (2,2,1,1)
6 Zy2 (2,2,0,1)
7 Z33 (2,2,1,0)
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Tabel 1 memperlihat setiap simpul memiliki representasi yang berbeda. Ini menunjukkan bahwa L

adalah himpunan pembeda untuk G. Hal ini menunjukkan bahwa dim(G) < 4

Selanjut, nilai m ditingkatkan pada m=3, diperoleh nilai batas atas dari dimensi metri graf tersebut

adalah 6.

Lemma 2.

Jika graf kincir G = K; + 3K3, maka dim(G) < 6

Bukti

Misal himpunan L={z; 5,2 3,22 2,223 } © V(G).

Dengan menggunakan Gambar 2.b, terdapat 4 simpul yang tidak berada di L yaitu x, z; 1,25 1,23 1.

Diperoleh representasi setiap simpul seprti pada Tabel 2.

Tabel 2. Representasi simpul-simpul dari graf K; + 3K;

No  Simpul v r(v|L)

1 X (1,1,1,1,1,2)
2 Zy1 (1,1,2,2,2,2)
3 Z12 (0,1,2,2,2,2)
4 Z13 (1,0,2,2,2,2)
5 Z21 (2,2,1,1,2,2)
6 Z32 (2,2,0,1,2,2)
7 Zy3 (2,2,1,0,2,2)
8 Z31 (2,2,2,2,1,1)
9 Z32 (2,2,2,2,0,1,)
10 Z33 (2,2,2,2,1,0)

Dengan diperoleh representasi yang berbeda pada setiap simpul diatas, Ini menunjukkan bahwa L

adalah himpunan pembeda untuk G dengan kata lain bahwa dim(G) < 6

Dengan pola yang hampir sama, untuk m=4,5,6 dan seterusnya, dapat dilkaukan secara umum. Oleh

karena itu diperoleh Lemma untuk graf kincil secara umum G = K; + nK3; yang tertuang dengan

lemma 3 berikut ini

Lemma 3.

Jika graf kincir G = K; + nK3, makadim(G) < 2n

Bukti

Misal himpunan L:{lez,21‘3,22’2,22,3,Z3’2,Z3,3, Z4’2,Z4,3, A :Zn,Zan,3 } C V(G)
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Dengan desain L yang demikian diperoleh bahwa |L| = 2n

Zn,2

Gambar 3. Graf kincir K; + nKjz

Dengan menggunakan Gambar 3, terdapat n+ 1 simpul yang tidak berada di L vyaitu
X,Z11,Z21, " Zn,1 diperoleh representasi r(x|L)= (1,1,1,1,..1,1) sedangkan r(zi,1|L) setiap
komponennya bernilai 2 kecuali komponen ke (2i-1) dan (2i) bernilai 1. Ini menunjukkan setiap simpul
memiliki representasi yang berbeda. Akibatnya bahwa L adalah himpunan pembeda untuk G dengan
kata lain bahwa dim(G) < 2n

Berdasarkan hasil Lemma 3 diatas dapt diperoleh teorema yang lebih umum untuk nilai dimensi metrik
dari graf kincir ini

Teorema 1.
Jika graf kincir G = K; + nK3, maka dim(G) = 2n
Bukti.
Misal himpunan L={z, 3, 21 3,23 2, 223, 23 2, 23,3, Z4,2, 24,3, *** » Zn,2: Zn,3 } © V(G).
Dengan desain L yang demikian diperoleh bahwa |L| = 2n.

Akan dibuktikan bahawa L adalah himpunan pembeda untuk graf G. Hal ini akan dibuktikan bahwa
semua simpul memiliki representasi yang berbeda. Cukup dibuktikan bahwa n+1 simpul yang tidak
berada dalam himpunan L, {x,z; 1|1 < I < n } memiliki representasi yang berbeda. Hal ini jelas
menunjukkan bahwa r(zl-,1|L) * r(zj,1|L) karena d(Zi,pZi,z) = 1 sedangan d(zi’l,zi_z) > 1 untuk
setiap i,j € {1, ..., n}. Pembuktian ini menunjukkan bahwa dim(G) < 2n ............. (1)

Selanjutnya akan dibukti bahwa andaikan terdapat himpunan pembeda L sedemikian sehingga
L] = 2n — 1.
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Jika |L| = 2n maka dapat dibuat bahwa ada 2 simpul terpilih untuk himpun L dari setiap simpul pinggir
ke-i. Jika |L| = 2n — 1 maka dipastikan ada simpul pinggir ke-l yang hanya terpilih paling banyak 1
simpul saja. Misalkan simpul pinggir ke-t. dan yang terpilih adalah simpul z; , untuk himpul pembeda
L. Hal ini mengakibatkan bahwa z, 1,2z, ; € L. Karena z; 1,z 3 berjarak sama ke setiap simpul pinggir
ke —j denganj # t dan z; 4,2, 3 berjarak 1 dengan z ,. Oleh karena diperoleh bahwa r(z, {|L) =
r(z.3|L), kontradiksi. Akibatnya diperoleh dim(G) = 2n ............. (2)

Berdasarkan pertidaksamaan (1) dan (2) diperoleh bahwa dimensi metrik dari graf kincir G = K; +
nkK;, dim(G) = 2n

4. SIMPULAN

Setelah memperoleh hasil dan pembahasan diatas, dapat ditarik kesimpulan bahwa Graf kincir K; +
mKj3 , dengan m = 2, memiliki nilai eksak dimensi metrik adalah 2 kali banyak copy graf lengkap Kj;.
Dengan kata lain dim(K; + mK3) = 2 m.
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