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Abstract  

Sequence spaces are one of the topics in the field functional analysis such as null sequence space, 

converging sequence space and bounded sequence space designated 𝑐0 , 𝑐 and 𝑙∞ respectively. Those 

sequence spaces are normed spaces. Entry of Copson matrices denoted by 𝑐𝑗,𝑘 with value 
1

𝑘+1
 𝑓𝑜𝑟 0 ≤

𝑗 ≤ 𝑘 and 0 for other 𝑗. Null sequence space, , converging sequence space and bounded sequence 

space with Copson matrices built new sequence spaces that are squence spaces 𝑐0 (𝐶
𝑛),

𝑐(𝐶𝑛) 𝑎𝑛𝑑 𝑙∞(𝐶𝑛). The purpose of this study is to get some properties that occur to those sequence 

spaces with the same normed as sequence space 𝑐0 (𝐶
𝑛). The results of this study are sequence spaces 

𝑐0 (𝐶
𝑛), 𝑐(𝐶𝑛) 𝑎𝑛𝑑 𝑙∞(𝐶𝑛)are Banach spaces with mapping coordinate is continues (BK), there are 

inclusion properties on sequence spaces, sequence space 𝑐0(𝐶
𝑛)  has AK property and sequence spaces 

(𝐶𝑛), 𝑐0(𝐶
𝑛) and 𝑙∞(𝐶𝑛) are compact. 

Keywords: sequence spaces, Copson matrix, BK spaces, compactness. 
 
 
Abstrak  

Ruang barisan merupakan salah satu topik penelitian dalam bidang analisis fungsional, seperti 

ruang barisan konvergen ke nol, ruang barisan konvergen dan ruang barisan terbatas yang 

berturut-turut dinotasikan dengan 𝑐0, 𝑐 dan 𝑙∞. Ketiga ruang barisan tersebut merupakan ruang 

bernorma. Matriks Copson dengan entrinya dinotasikan dengan 𝑐𝑗,𝑘 yang bernilai 
1

𝑘+1
 untuk 0 ≤

𝑗 ≤ 𝑘 dan bernilai 0 untuk nilai 𝑗 yang lain. Ruang barisan yang konvergen ke nol, ruang barisan 

konvergen dan ruang barisan terbatas yang dikenakan matriks Copson membentuk beberapa 

ruang barisan baru yaitu 𝑐0 (𝐶
𝑛), 𝑐(𝐶𝑛)  dan 𝑙∞(𝐶𝑛). Tujuan dari penelitian ini adalah untuk 

mengetahui beberapa sifat yang berlaku pada ruang barisan tersebut dengan norma yang sama 

pada ruang barisan 𝑐0 (𝐶
𝑛). Pada penelitian diperoleh bahwa 𝑐0 (𝐶

𝑛), 𝑐(𝐶𝑛)  dan 𝑙∞(𝐶𝑛) merupakan 

ruang Banach dengan pemetaan koordinatnya kontinu (BK), berlaku sifat inklusi pada ketiga 

ruang barisan tersebut, ruang barisan 𝑐0(𝐶
𝑛) mempunyai sifat AK serta ruang barisan 

𝑐(𝐶𝑛), 𝑐0(𝐶
𝑛) dan 𝑙∞(𝐶𝑛) kompak. 

Kata Kunci: Ruang Barisan, Matriks Copson, Ruang BK, Kekompakan 

 

1. PENDAHULUAN 

Ruang barisan merupakan salah satu contoh ruang bernorma dengan norma yang 

berlaku pada ruang tersebut (García-Pacheco et al., 2021; Lim, 1974). Sebagai contoh 

ruang fungsi kontinu pada interval tertutup. Ruang bernorma yang lengkap disebut 

ruang Banach, sedangkan ruang Banach yang pemetaan koordinatnya yaitu pemetaan 
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𝑃𝑛 dengan domain ruang Banach 𝑋 dan kodomain himpunan semua bilangan real ℝ 

kontinu untuk setiap  𝑛 ∈ ℕ disebut ruang BK (Başar & Braha, 2016; E. Malkowsky & V. 

Rakočevi´c, 2001; Rahman & Karim, 2016). Sifat AK yang dimiliki oleh suatu ruang 

barisan juga menarik untuk diteliti (Ine, 2019). Ruang barisan yang dioperasikan dengan 

matriks takhingga akan membentuk matriks domain (Başar & Braha, 2016; E. 

Malkowsky & V. Rakočevi´c, 2001; Mursaleen & Noman, 2010; Peng-Nung & Peng-Yee, 

1984; Roopaei & Foroutannia, 2016) Salah satu matriks yang dapat dioperasikan dengan 

ruang barisan konvergen dan terbatas adalah matriks Cesaro (Başar & Braha, 2016; 

Komal et al., 2016; Mursaleen & Başar, 2014; Peng-Nung & Peng-Yee, 1984; Rahman & 

Karim, 2016; Şengönül & Başar, 2005) sehingga membentuk matriks domain. Jika 

matriks Cesaro ditranspose akan membentuk matrik Copson (Mursaleen & Edely, 2021; 

Roopaei, 2020a, 2020b). Ruang barisan yang konvergen dan terbatas yang dilengkapi 

dengan matriks Copson akan membentuk ruang barisan baru yaitu (𝐶𝑛), 𝑐0(𝐶
𝑛) dan 

𝑙∞(𝐶𝑛) (Mursaleen & Edely, 2021; Roopaei, 2020a, 2020b; Roopaei & Foroutannia, 2016). 

Oleh karena itu tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui beberapa sifat yang 

tekait dengan ruang barisan konvergen dan terbatas yang dilengkapi dengan matriks 

Copson diantaranya adalah pemetaan koordinat yang kontinu dan sifat inklusi dari 

ruang barisan-ruang barisan tersebut.  

 

2. METODE PENELITIAN 

Dalam penelitian ini dilakukan studi literatur yang terkait dengan penelitian, kemudian 

membangun beberapa teorma serta membuktikan kebenaran dari teorema-teorema yang 

telah dibangun, khususnya pada ruang barisan 𝑐0 (𝐶
𝑛), 𝑐(𝐶𝑛) dan 𝑙∞(𝐶𝑛). 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Sebelum ke hasil dan pembahasan maka terlebih dahulu akan disampaikan beberapa 

definisi dan teorema-teorema yang merupakan dasar dari penelitian ini. 

Definisi 1 (E. Malkowsky & V. Rakočevi´c, 2001) Didefinisikan ruang barisan konvergen 

ke nol, ruang barisan konvergen dan ruang barisan terbatas berturut-turut sebagai 

berikut 

𝑐0 = {𝑥 ∈ 𝜔: 𝑥 = (𝑥𝑛) 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠𝑎𝑛 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛 𝑘𝑒 0} 
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𝑐 = {𝑥 ∈ 𝜔:𝑥 = (𝑥𝑛) 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠𝑎𝑛 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛} 

𝑙∞ = {𝑥 ∈ 𝜔: 𝑥 = (𝑥𝑛) 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠𝑎𝑛 𝑡𝑒𝑟𝑏𝑎𝑡𝑎𝑠} 

dengan 𝜔 merupakan himpunan semua barisan bilangan real. 

Salah satu contoh ruang Banach adalah ruang fungsi kontinu pada interval tertutup [𝑎, 𝑏] 

yang dinotasikan dengan 𝐶[𝑎, 𝑏] dengan norma  

‖𝑥‖ = 𝑚𝑎𝑥{|𝑓(𝑥)|: 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} 

 

Definisi 2 (E. Malkowsky & V. Rakočevi´c, 2001) Diberikan 𝑋 ⊂ 𝜔, ruang Banach 𝑋  

disebut ruang BK jika untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ pemetaan koordinatnya kontinu, 𝑃𝑛: 𝑋 → ℝ 

dengan 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛  untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

 

Contoh 3 Salah satu contoh ruang BK adalah 𝑙∞. Untuk menunjukkan 𝑙∞ ruang BK 

pertama akan ditujukkan 𝑙∞ ruang bernorma yang lengkap dengan norma ‖𝑥‖ =

sup{|𝑥𝑛|: 𝑛 ∈ ℕ}. Diambil sebarang barisan Cauchy (𝑥(𝑛)) ⊂ 𝑙∞ dengan (𝑥(𝑛)) = (𝑥𝑘
(𝑛)

), 

diberikan setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

sup {|𝑥𝑘
(𝑛)

− 𝑥𝑘
(𝑚)

| :𝑚, 𝑛 ∈ ℕ} = ‖𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑚)‖ < 𝜀. Karena itu untuk setiap 𝑖 ≥ 1 berlaku 

|𝑥𝑘
(𝑛)

− 𝑥𝑘
(𝑚)

| ≤ sup {|𝑥𝑘
(𝑛)

− 𝑥𝑘
(𝑚)

| : 𝑛 ∈ ℕ} ≤
𝜀

3
. Jadi(𝑥𝑖

(𝑛)
) merupakan barisan Cauchy di ℝ. 

Karena ℝ lengkap maka (𝑥𝑖
(𝑛)

) konvergen katakan ke (𝑥𝑖) atau lim
𝑛→∞

𝑥𝑖
(𝑛)

= 𝑥𝑖. Karena 

setiap barisan Cauchy merupakan barisan terbatas maka terdapat 𝑀 > 0 sehingga untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku ‖𝑥𝑛‖ = sup {|𝑥𝑖
(𝑛)

| : 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝑀. Akibatnya 

sup{|𝑥𝑖|: 𝑛 ∈ ℕ} = lim
𝑛→∞

sup {|𝑥𝑖
(𝑛)

| : 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝑀. Jadi (𝑥𝑖) ∈ 𝑙∞. Selanjutnya untuk setiap 𝑛 ∈

ℕ berlaku 

sup {|𝑥𝑖
(𝑛)

− 𝑥𝑖| : 𝑛 ∈ ℕ} = lim
𝑚→∞

sup {|𝑥𝑖
(𝑛)

− 𝑥𝑖
(𝑚)

| :𝑚, 𝑛 ∈ ℕ} = lim
𝑚→∞

‖𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑚)‖ ≤
𝜀

3
. 

Jadi (𝑥(𝑛)) konvergen ke (𝑥𝑖) ∈ 𝑙∞. Oleh karena itu 𝑙∞ merupakan ruang Banach.  

Kedua ditunjukkan pemetaan koordinat pada 𝑙∞ kontinu. Diambil sebarang 𝑥 ∈ 𝑙∞ untuk 

sebarang 𝑦 ∈ 𝑙∞ berlaku |𝑃𝑛(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑦)| = |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖. Kemudian diberikan 

sebarang 𝜀 > 0, diambil 𝛿 =
𝜀

3
 maka untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑙∞ dengan ‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ 𝛿 berlaku 

|𝑃𝑛(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑦)| ≤ 𝜀. Oleh karena itu 𝑃𝑛 kontinu dan terbukti 𝑙∞ merupakan ruang BK. 
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Definisi 4 (Başar & Braha, 2016) Matriks Domain 𝑋𝐴 dengan A adalah matriks 

takhingga di ruang barisan 𝑋 didefinisikan dengan  

𝑋𝐴 = {𝑥: 𝐴𝑥 ∈ 𝑋} 

dengan 𝐴𝑥 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
∞
𝑗=1  dan 𝑎𝑖𝑗 merupakan entri dari matriks A. 

 

Teorema 5 (E. Malkowsky & V. Rakočevi´c, 2001) Jika A matriks segitiga dan X ruang 

BK, maka 𝑋𝐴 merupakan ruang BK terhadap 

‖𝑥‖𝑋𝐴
= ‖𝐴𝑥‖ 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

Berikut diberikan definisi sifat AK yang akan digunakan pada salah satu teorema yang 

ada dalam tulisan ini. 

Definisi 6 (E. Malkowsky & V. Rakočevi´c, 2001) Diberikan 𝑋 ruang BK dan 𝜑 ⊂ 𝑋 

dengan 𝜑 adalah himpunan barisan yang elemen tak nolnya sebanyak berhingga, 𝑋 

dikatakan mempunyai sifat AK jika untuk setiap barisan 𝑥 = (𝑥𝑘) di 𝑋 dapat dinyatakan 

dengan  

𝑥 = ∑ 𝑥𝑘𝑒
(𝑘)

∞

𝑘=1

 

atau lim
𝑚→∞

∑ 𝑥𝑘𝑒
(𝑘)𝑚

𝑘=1 = 𝑥. 

Definisi 7 (Mursaleen & Edely, 2021) Matriks Copson merupakan matriks segitiga atas 

yang entrinya didefinisikan dengan 

𝑐𝑗,𝑘 = {

1

𝑘 + 1
 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘

0, 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛
 

maksudnya untuk setiap 𝑗, 𝑘 ∈ ℕ0 matriksnya berbentuk 

𝐶 =

[
 
 
 
 1

1
2⁄

1
3⁄ ⋯

0 1
2⁄

1
3⁄ ⋯

0
⋮

0
⋮

1
3⁄

⋮

⋯
⋱]

 
 
 
 

. 

 

Sedangkan matrik Copson dengan order 𝑛 diberikan melalui definisi berikut  

Definisi 8 (Mursaleen & Edely, 2021) Matriks Copson order 𝑛 > 0, 𝑛 ∈ ℕ0  entrinya 

didefinisikan sebagai berikut 
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𝑐𝑗,𝑘
(𝑛)

= {

(𝑛+𝑘−𝑗−1
𝑘−𝑗

)

(𝑛+𝑘
𝑘 )

0, 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛

,   0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 

Jika 𝑛 = 0 maka 𝐶0 = 𝐼 dengan I merupakan matriks identitas. 

Contoh 9 matriks Copson dengan order 𝑛 = 3 

𝐶3 =

[
 
 
 
 1

3
4⁄

6
10⁄ ⋯

0 1
4⁄

3
10⁄ ⋯

0
⋮

0
⋮

1
10⁄

⋮

⋯
⋱]

 
 
 
 

. 

 

Matriks Copson order 𝑛 merupakan matriks yang invertible, dengan entri dari invesnya 

diberikan melalui Lemma berikut 

Lemma 10 (Roopaei, 2020b) Matriks Copson order n, 𝐶𝑛 dengan 𝑛 ∈ ℕ0, merupakan 

matriks invertible yang inversnya dinotasikan dengan 𝐶−𝑛 = (𝑐𝑗,𝑘
−𝑛)  yang entri 

matriksnya sebagai berikut  

𝑐𝑗,𝑘
−𝑛 = {

(−1)𝑘−𝑗 (
𝑛

𝑘 − 𝑗
) (

𝑛 + 𝑗

𝑗
) , 𝑗 ≤ 𝑘

0, 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛

 

 

Contoh 11  Invers matriks Copson order 𝑛 = 3 

𝐶−3 = [

1 −3 3 ⋯
0 4 −12 ⋯
0
⋮

0
⋮

10
⋮

⋯
⋱

]. 

 

Berdasarkan beberapa definisi dan teorema dihasilkan beberapa teorema berikut 

 

Definisi 12 (Mursaleen & Edely, 2021) Ruang barisan konvergen ke nol, ruang barisan 

konvergen yang dilengkapi dengan matriks Copson sebagai berikut 

 

𝑐0(𝐶
𝑛) = {𝑥𝑘: lim

𝑗→∞
∑

(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘 = 0

∞

𝑘=𝑗

} 
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𝑐(𝐶𝑛) = {𝑥𝑘: lim
𝑗→∞

∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘 𝑎𝑑𝑎

∞

𝑘=𝑗

}. 

Untuk lebih jelasnya berikut diberikan contoh barisan yang ada di ruang 𝑐(𝐶𝑛). 

 

Contoh 13 Matriks Copson order 𝑛 = 1, C, dan 𝑥𝑘 =
1

𝑘+2
. Berdasarkan Definisi 7 

diperoleh deret tak hingga  

∑
1

𝑘 + 1
𝑥𝑘 = ∑

1

𝑘 + 1

1

𝑘 + 2

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

dan jumlahan parsialnya 

𝑠𝑛 = ∑ (
1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 + 2
) = 1 −

1

𝑛 + 2

𝑛

𝑘=0

 

sehingga diperoleh  

lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = 1 

Jadi deret ∑
1

𝑘+1
𝑥𝑘

∞
𝑘=0  konvergen. 

 

Definisi 14 Ruang barisan terbatas yang dilengkapi dengan matriks Copson 

didefinisikan sebagai 

𝑙∞(𝐶𝑛) = {𝑥𝑘: 𝑠𝑢𝑝 |∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘

∞

𝑘=𝑗

| < ∞} 

 

Berikut diberikan contoh barisan di 𝑙∞(𝐶𝑛) 

 

Contoh 15 Matriks Copson order 𝑛 = 1, C, dan 𝑥𝑘 =
1

𝑘
. Berdasarkan Definisi 7 diperoleh 

deret tak hingga  

∑
1

𝑘 + 1
𝑥𝑘 = ∑

1

𝑘(𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

deret tersebut merupakan deret geometri dengan rasio 𝑟 =
1

2
 sehingga 
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𝑠𝑛 ≤
1 − (

1
2)

𝑛

1
2⁄

< 2(1 − (
1

2
)
𝑛

) < 2 

sehingga diperoleh 𝑠𝑛 terbatas.  

 

Untuk mengkontruksi matriks domain pada ruang barisan  𝑐0, 𝑐 dan 𝑙∞ maka perlu 

didiberikan beberapa definisi berikut. 

Definisi 16 (Roopaei, 2020b) Ruang barisan 𝑐0(𝐶
𝑛) sebagi matriks domain didefinisikan 

sebagai 

𝑐0(𝐶
𝑛) = (𝑐0)𝐶𝑛 

 

Definisi 17 (Roopaei, 2020b) Ruang barisan 𝑐(𝐶𝑛) sebagi matriks domain didefinisikan 

sebagai 

𝑐(𝐶𝑛) = (𝑐)𝐶𝑛  

 

Definisi 18 Ruang barisan 𝑙∞(𝐶𝑛) sebagai matriks domain didefinisikan sebagai 

𝑙∞(𝐶𝑛) = (𝑙∞)𝐶𝑛 . 

 

Untuk mempersingkat notasi barisan dalam ruang barisan (𝑐0)𝐶𝑛, (𝑐)𝐶𝑛  dan (𝑙∞)𝐶𝑛, 

dalam tulisan ini dibentuk barisan (𝐶𝑛(𝑥))
𝑗

= (∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘
∞
𝑘=𝑗 ) dengan 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝜔. 

Teorema yang terkait dengan sifat inklusi diberikan dari ruang barisan (𝑐0)𝐶𝑛, (𝑐)𝐶𝑛  dan 

(𝑙∞)𝐶𝑛 sebagai berikut. 

 

Teorema  19 Ruang barisan (𝑐0)𝐶𝑛 ⊂ (𝑐)𝐶𝑛 dan (𝑐)𝐶𝑛 ⊂ (𝑙∞)𝐶𝑛  

Bukti: Diambil sebarang (𝑥𝑘) ∈ (𝑐0)𝐶𝑛 diperoleh barisan (𝐶𝑛(𝑥))
𝑗

= (∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘

∞
𝑘=𝑗 ) ∈

𝑐0, akibatnya (𝐶𝑛(𝑥))
𝑗
 merupakan barisan konvergen atau dengan kata lain (𝑥𝑘) ∈

𝑐(𝑐)𝐶𝑛. Jadi diperoleh (𝑐0)𝐶𝑛 ⊂ (𝑐)𝐶𝑛. Selanjutnya akan ditunjukkan (𝑐)𝐶𝑛 ⊂ (𝑙∞)𝐶𝑛. 

Diambil sebarang (𝑥𝑘) ∈ (𝑐)𝐶𝑛 diperoleh (𝐶𝑛(𝑥))
𝑗

∈ 𝑐. Akibatnya (𝐶𝑛(𝑥))
𝑗
 merupakan 

barisan yang konvergen, katakan konvergen ke u sehingga lim
𝑚→∞

∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘 = 𝑢𝑚

𝑘=𝑗 . 
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Oleh karena itu untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ 𝑁 sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

|∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘 − 𝑢

𝑚

𝑘=𝑗

| ≤ 𝜀 

dipilih 𝜀 = 1 akibatnya |∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘 − 𝑢𝑚
𝑘=𝑗 | ≤ 1, sedangkan 

|∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘

𝑚

𝑘=𝑗

| − |𝑢| ≤ |∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘

𝑚

𝑘=𝑗

− 𝑢| ≤ 1. 

Oleh karena itu |∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘

𝑚
𝑘=𝑗 | ≤ 1 + |𝑢| untuk setiap 𝑚 ≥ 𝑛0. Dipilih  

𝑀 = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {|∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘

1
𝑘=𝑗 | , |∑

(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘

2
𝑘=𝑗 | , … |∑

(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘

𝑚−1
𝑘=𝑗 | , 1 + |𝑢|}, akibatnya 

|∑
(
𝑛+𝑘−𝑗−1

𝑘−𝑗
)

(
𝑛+𝑘
𝑘

)
𝑥𝑘

𝑚
𝑘=𝑗 | < 𝑀 untuk setiap 𝑚 ∈ 𝑁. Dengan kata lain (𝐶𝑛(𝑥))

𝑗
∈ (𝑙∞)𝐶𝑛. Jadi 

(𝑐)𝐶𝑛 ⊂ (𝑙∞)𝐶𝑛. 

 

Teorema yang terkait dengan ruang BK diberikan sebagai berikut. 

 

Teorema 20 Ruang barisan (𝑐0)𝐶𝑛, (𝑐)𝐶𝑛  dan (𝑙∞)𝐶𝑛 merupakan ruang BK terhadap  

‖𝑥‖𝐶𝑛 = sup{|∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

𝑥𝑘

𝑚

𝑘=𝑗

| :𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁}. 

Bukti: Karena 𝑙∞ merupakan ruang BK maka berdasarkan Teorema 4 diperoleh (𝑙∞)𝐶𝑛 

merupakan ruang BK. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa ruang barisan (𝑐)𝐶𝑛  

merupakan ruang BK terhadap norma ‖𝑥‖𝐶𝑛 . 

Diambil sebarang barisan (𝑥(𝑚)) ∈ (𝑐)𝐶𝑛 dengan (𝑥(𝑚)) = (𝑥𝑘
(𝑚)

) konvergen ke 𝑢 = (𝑢𝑘) 

untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. Oleh karena itu untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ 𝑁 sehingga untuk 

setiap 𝑚 ≥ 𝑛0 berlaku ‖𝑥(𝑚) − 𝑢‖ ≤ 𝜀 atau lim
𝑚→∞

𝑥(𝑚) = 𝑢. Selanjutnya 

lim
𝑚→∞

𝑃𝑘 (𝑥𝑘
(𝑚)

) = lim
𝑚→∞

𝑥𝑘
(𝑚)

= ∑(−1)𝑘−𝑗 (
𝑛

𝑘 − 𝑗)(
𝑛 + 𝑗

𝑗
) 𝑢𝑘

∞

𝑘=𝑗

= 𝑃𝑘(𝑢). 
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Jadi terbukti (𝑐)𝐶𝑛  merupakan ruang BK. Analogi dengan cara tersebut bahawa ruang 

barisan (𝑐0)𝐶𝑛 juga merupakan ruang BK. 

 

Teorema 21 Jika lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
) = ∞ maka (𝑐0)𝐶𝑛 mempunyai sifat AK. 

 

Bukti: Diambil sebarang 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝜔 dengan 𝑦𝑘 ≠ 0 sebanyak berhingga dan akan 

ditunjukkan 𝑦 ∈ (𝑐0)𝐶𝑛 . Diandaikan 𝑦 ∉ (𝑐0)𝐶𝑛 diperoleh (𝐶𝑛(𝑦))
𝑗

∉ 𝑐0. Dipilih 𝑦 = 𝑒(𝑘) 

dengan 𝑒(𝑘) = 𝑒𝑛
(𝑘)

= 1 untuk  𝑛 = 𝑘 dan 𝑒𝑛
(𝑘)

= 0 untuk  𝑛 ≠ 𝑘 diperoleh 𝐶𝑛(𝑒(𝑘)) ∉ 𝑐0, hal 

ini kontradiksi dengan 𝑒(𝑘) basis di 𝑐0. Jadi (𝑦𝑘) ∈ (𝑐0)𝐶𝑛 dan akibatnya 𝜑 ⊂ (𝑐0)𝐶𝑛 dengan 

𝜑 himpunan barisan yang elemen tak nolnya sebanyak berhingga. 

Selanjutnya diambil sebarang 𝑥 ∈ (𝑐0)𝐶𝑛 diperoleh (𝐶𝑛(𝑥))
𝑗

∈ 𝑐0, dan untuk setiap 𝑚 ∈ 𝑁 

berlaku 

‖𝑥 − ∑ 𝑥𝑒(𝑘)

𝑚

𝑘=1

‖ = sup{|∑

(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

(𝑥𝑘 − ∑ 𝑥𝑒(𝑘)

𝑚

𝑘=1

)

𝑚

𝑘=𝑗

| :𝑚 ∈ 𝑁}. 

Selanjutnya 

lim
𝑚⟶∞

‖𝑥 − ∑ 𝑥𝑒(𝑘)

𝑚

𝑘=1

‖ = lim
𝑚→∞

sup{|∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

(𝑥𝑘 − ∑ 𝑥𝑒(𝑘)

𝑚

𝑘=1

)

𝑚

𝑘=𝑗

| :𝑚 ∈ 𝑁} 

 

= lim
𝑚→∞

sup{|∑
(
𝑛 + 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑘 − 𝑗
)

(
𝑛 + 𝑘

𝑘
)

(𝑥𝑘)

𝑚

𝑘=𝑗

| :𝑚 ∈ 𝑁} = 0 

Jadi ‖𝑥 − ∑ 𝑥𝑒(𝑘)𝑚
𝑘=1 ‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 − ∑ 𝑥𝑒(𝑘)𝑚

𝑘=1 = 0, akibatnya 𝑥 =

∑ 𝑥𝑒(𝑘)𝑚
𝑘=1 .  

Karena berlaku untuk setiap 𝑚 ∈ 𝑁 maka 𝑥 = ∑ 𝑥𝑒(𝑘)𝑚
𝑘=1  dan (𝑐0)𝐶𝑛 mempunyai sifat 

AK. 

 

Teorema 22 Ruang barisan (𝑐0)𝐶𝑛, (𝑐)𝐶𝑛  dan (𝑙∞)𝐶𝑛 kompak. 
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Bukti: Diambil sebarang barisan Cauchy (𝑥𝑘) di (𝑙∞)𝐶𝑛 sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 

terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑘,𝑚 ≥ 𝑛0 berlaku ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑚‖ ≤
𝜀

4
. Karena (𝑙∞)𝐶𝑛 

lengkap maka barisan (𝑥𝑘) konvergen katakan ke 𝑥 ∈ (𝑙∞)𝐶𝑛 sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 

terdapat 𝑛1 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛1 berlaku ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≤
𝜀

4
. Selanjutnya dibentuk 

subbarisan (𝑥𝑘𝑖
) ⊂ (𝑥𝑘) dengan 𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < ⋯ . ,  𝑛𝑖 ∈ ℕ untuk setiap 𝑖,kemudian 

dipilih 𝑛2 = 𝑚𝑎𝑥{𝑛0, 𝑛1} akibatnya untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛2 berlaku  

‖𝑥𝑘𝑖
− 𝑥‖ ≤ ‖𝑥𝑘𝑖

− 𝑥𝑚‖ + ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑘‖ + ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≤ 𝜀 

Jadi subbarisan (𝜂𝑛𝑖
) konvergen ke 𝑥, atau dengan kata lain (𝑙∞)𝐶𝑛 kompak. 

Untuk pembuktiam (𝑐0)𝐶𝑛 dan (𝑐)𝐶𝑛  kompak sejalan dengan pembuktian ruang barisan  

(𝑙∞)𝐶𝑛 kompak. 

 

4. SIMPULAN  

Adapun kesimpulan dari penelitian ini adalah adanya sifat inklusi diantara ruang 

barisan 𝑐(𝐶𝑛), 𝑐0(𝐶
𝑛) dan 𝑙∞(𝐶𝑛), selain itu ketiga ruang barisan tersebut merupakan 

ruang BK serta ruang barisan 𝑐0(𝐶
𝑛) mempunyai sifat AK dan ruang barisan 

𝑐(𝐶𝑛), 𝑐0(𝐶
𝑛) dan 𝑙∞(𝐶𝑛) kompak. 
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6.  REKOMENDASI 

Untuk peneliti selanjutnya bisa diteliti tentang transformasi antar ruang barisan yang 

dibangun dari matriks Copson dengan melihat sifat tologinya.  
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