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Abstract  

The Lie algebra of affine Lie group Aff(𝑛,ℝ) is denoted by 𝔞𝔣𝔣(𝑛, ℝ) whose elements are of the the 

form of (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) matrices. By Frobenius property, there exists a linear functional on its 

dual space corresponding to its linear symplectic form.  The research aims to compute the explicit 

formula of the linear symplectic 2-form of 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) corresponding to a given linear functional. The 

research approach is a combination of the quantitative and qualitative and methods.   The 

qualitative approach is delivered by literature studies and the quantitative method is applied by 

determining the explicit formula of symplectic 2-form of 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ). The main result shows that every 

Frobenius functional of affine Lie algebra 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) has always a linear symplectic 2-form which is 

skew-symmetric and non-degenerate. This condition implies that 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) is a Frobenius Lie 

algebra. In the other words, for the given linear functional 𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  of 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) =

⟨𝐸𝑖𝑗⟩, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 1 ≤ 𝑗 ≤ 4, there exists the bilinear form 𝛽𝛼3 = 𝐸11
∗ ∧ 𝐸12

∗ + 𝐸12
∗ ∧ 𝐸22

∗ + 𝐸13
∗ ∧ 𝐸32

∗ + 𝐸21
∗ ∧

𝐸13
∗ + 𝐸22

∗ ∧ 𝐸23
∗ + 𝐸23

∗ ∧ 𝐸33
∗ + 𝐸31

∗ ∧ 𝐸14
∗ + 𝐸32

∗ ∧ 𝐸24
∗ + 𝐸33

∗ ∧ 𝐸34
∗  depending on 𝛼 and satisfying 

𝛽𝛼3(𝛾1, 𝛾2) ≔ 𝛼3([𝛾1, 𝛾2]), ∀ 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) which is symplectic. The results of this research can be 

generalized for higher dimension to compute he general formula of linear symplectic 2-form of 

𝔞𝔣𝔣(𝑛, ℝ), 𝑛 ≥  4.  
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Abstrak  

Aljabar Lie dari grup Lie affine Aff(𝑛,ℝ) dinotasikan oleh 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ) di mana setiap anggotanya 

dapat dinyatakan dalam bentuk matriks berukuran (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1). Sifat Frobenius ini 

mengakibatkan adanya Frobenius fungsional yang bekorepondensi dengan bentuk simplektiknya.  

Tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan bentuk simplektik pada 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ). Pendekatan 

yang digunakan dalam penelitian ini adalah kombinasi dari metode kuantitatif berupa penentuan 

rumus eksplisit simplektik linear 2-form pada 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) dan dan metode kualitatif berupa studi 

literatur. Hasil yang diperoleh bahwa setiap  Frobenius fungsional dari aljabar Lie affine 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) 
senantiasa dapat dikonstruksi simplektik 2-form linear yang bersifat skew-simetrik dan non-

degenerate sedemikian sehingga aljabar Lie affine ini bersifat Frobenius. Dengan kata lain, untuk 

fungsional linear 𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  of 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) = ⟨𝐸𝑖𝑗⟩, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 1 ≤ 𝑗 ≤ 4, terdapat bentuk linear   

𝛽𝛼3 = 𝐸11
∗ ∧ 𝐸12

∗ + 𝐸12
∗ ∧ 𝐸22

∗ + 𝐸13
∗ ∧ 𝐸32

∗ + 𝐸21
∗ ∧ 𝐸13

∗ + 𝐸22
∗ ∧ 𝐸23

∗ + 𝐸23
∗ ∧ 𝐸33

∗ + 𝐸31
∗ ∧ 𝐸14

∗ + 𝐸32
∗ ∧ 𝐸24

∗ +

𝐸33
∗ ∧ 𝐸34

∗   yang bergantung pada 𝛼 dan memenuhi 𝛽𝛼3(𝛾1, 𝛾2) ≔ 𝛼3([𝛾1, 𝛾2]), ∀ 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝔞𝔣𝔣(3, ℝ) yang 

bersifat simplektik. Hasil penelitian ini dapat dikembangkan untuk rumus umum bentuk 

simplektik 𝔞𝔣𝔣(𝑛, ℝ), 𝑛 ≥  4.  

Kata Kunci: Aljabar Lie Affine; Frobenius; Simplektik linear 2-form; Frobenius fungsional.  
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1. PENDAHULUAN  

Bentuk simplektik mempunyai peranan penting dalam berbagai bidang ilmu seperti 

Fisika, Ekonomi, dan robotika. Dalam Fisika, bentuk simpletik sangat terkait dengan 

mekanika klasik dan mekanika kuantum. Dalam hal ini, bentuk simplektik mempunyai 

peranan penting untuk menjelaskan aspek geometri dari ruang fase dan struktur dari 

sistem Hamilton. Dalam bidang Ekonomi, bentuk simplektik berperan dalam 

menentukan model ekonomi dinamik seperti perumusan model ekonomi melalui sistem 

Hamilton. Selanjutnya dalam bidang robotika, bentuk simplektik dapat 

memformulasikan sistem gerak dan kendali mekanik.   

Pemetaan linear antar ruang vektor dapat diperluas menjadi pemetaan bilinear dengan 

mendefinisikan hasil kali silang pada daerah asalnya dimana setiap komponennya 

memenuhi sifat linearitas seperti pada pemetaan linear. Di sisi lain, jika kodomain pada 

pemetaan linearnya dibatasi pada ruang vektor ℝ maka diperoleh konsep fungsional 

linear. Dengan kata lain, fungsional linear adalah suatu pemetaan linear yang 

kodomainnya lapangan. Dengan cara yang sama, kodomain pada pemetaan bilinear 

dapat diubah menjadi ℝ dan dengan menambahkan sifat skew-simetrik dan 

nondegenerate maka diperoleh konsep simplektik linear. Selanjutnya himpunan yang 

memuat semua fungsional linear dinamakan ruang vektor dual dan simplektik linear 

dinamakan bentuk simplektik (sympelctic form)(Humphreys, 1972; Lee, 2012; 

McInerney, 2013).  Kedua konsep tersebut sangat terkait dengan aljabar Lie Frobenius 

(Alvarez et al., 2018; Diatta et al., 2020; Edi Kurniadi, 2021; Henti et al., 2021b; Ooms, 

2009). Pada aljabar Lie Frobenius, fungsional linear ini dinamakan Frobenius fungsional 

dan dapat didefinisikan oleh bentuk bilinear skew-simetrik yang bersifat non-degenerate. 

Kondisi ini memotivasi untuk menentukan suatu bentuk simplektik dari Frobenius 

fungsional yang diberikan pada aljabar Lie Frobenius (Alvarez et al., 2018; Diatta & 

Manga, 2014; Gerstenhaber & Giaquinto, 2009).     

Contoh yang sudah banyak diteliti tentang aljabar Lie yang bersifat Frobenius adalah 

aljabar Lie affine yang dinotasikan oleh 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ) (Eswara Rao, 2023; Rais, 1978). 

Khususnya untuk 𝑛 = 1, aljabar Lie affine   𝔞𝔣𝔣(1,ℝ) = ⟨𝑒11, 𝑒12⟩ berdimensi 2 adalah 

Frobenius karena untuk fungsional linear 𝛼1 = 𝑒12
∗  dapat dipilih 𝛽𝛼1 = 𝑒11

∗ ∧ 𝑒12
∗  sehingga 

pemetaan bilinear yang didefinisikan oleh  𝛽𝛼1(𝑎, 𝑏) = 𝛼1([𝑎, 𝑏]) bersifat non-degenerate 

(Alvarez et al., 2018; Diatta et al., 2020; Pham, 2016). Dengan kata lain, 𝛽𝛼1 ini adalah 

bentuk simplektik untuk 𝛼1. Lebih lanjut, 𝔞𝔣𝔣(2,ℝ) = ⟨𝑒𝑖𝑗⟩ dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 2, 1 ≤ 𝑗 ≤ 2 

mempunyai Frobenius fungsional 𝛼2 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗  yang berkorespondensi dengan bentuk 

simpletik 𝛽𝛼2 = 𝐸11
∗ ∧ 𝐸12

∗ + 𝐸12
∗ ∧ 𝐸22

∗ + 𝐸21
∗ ∧ 𝐸13

∗ + 𝐸22
∗ ∧ 𝐸23

∗  (Queency et al., 2024). Secara 

umum, dalam suatu aljabar Lie Frobenius 𝔤, suatu fungsional linear 𝛼 dapat ditentukan 

dari determinan matriks yang berelasi dengan Frobenius fungsionalnya. Berkaitan 

dengan Frobenius fungsional ini, selanjutnya akan dicari suatu bentuk simplektik 𝛽𝛼 

yang memenuhi kondisi 𝛽𝛼(𝛾1, 𝛾2) = 𝛼([𝛾1, 𝛾2]) untuk setiap 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝔤 dengan [ , ] 
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mendefinisikan bracket Lie pada 𝔤. Kondisi ini, masih bisa dikembangkan untuk 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ) 

yang berdimensi > 6 . Namun demikian, kompleksitas perhitungan membatasi penelitian 

ini hanya untuk kasus 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ) dengan 𝑛 = 3 yang berdimensi 12. Hasil yang diperoleh 

mengkonfirmasi hasil sebelumnya (Pham, 2016) bahwa untuk setiap Frobenius 

fungsional terdapat bentuk simplektiknya. Meskipun demikian, hasil yang diperoleh 

dalam penelitian ini berbeda dengan hasil sebelumnya karena dalam penelitian ini  

diberikan rumus bentuk simplektik secara eksplisit dengan melakukan perhitungan 

langsung dan belum diperoleh dalam hasil penelitian sebelumnya (Pham, 2016). Untuk 

penelitian lanjutan, hasil penelitian ini dapat dikembangkan untuk mencari bentuk 

simplektik pada 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ), 𝑛 ≥  4 yang berdimensi ≥ 20 dan aljabar Lie  M(𝑛, ℝ) ⋊ 𝔤𝔩(𝑛,ℝ) 

(Henti et al., 2021a; Rais, 1978). Oleh karena itu, tujuan penelitian ini adalah untuk 

menentukan bentuk simplektik pada 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) yang berkorespondensi dengan Frobenius 

linearnya.  

2.  METODE PENELITIAN  

Penelitian ini mengunakan metode/pendekatan kuantitatif dan kulitatif. Pendekatan 

kualitatif dilakukan dengan kajian literatur khususnya terkait bentuk simplektik pada 

aljabar Lie Frobenius yang sekaligus berkorepondensi dengan Frobenius fungsionalnya 

dan pendekatan kuantitatif dilakukan dengan menentukan rumus eksplisit bentuk 

simplektik aljabar Lie Frobenius affine 𝔞𝔣𝔣(3, ℝ). Penentuan rumus ekplisit dan validasi 

bentuk simplektik dilakukan dengan perhitungan langsung pada persamaan yang 

dibentuk oleh Frobenius fungsionalnya. Tahapan-tahapan yang dilakukan dalam 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan Frobenius fungsioanl 𝛼 untuk 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) dengan menghitung matriks 

bracket Lie-nya. 

2. Menentukan bentuk simplektik 𝛽𝛼 dari persamaan 𝛼[𝑥, 𝑦] untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) 

3. Memvalidasi hasil yang diperoleh dengan memeriksa persamaa 𝛽𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝛼[𝑥, 𝑦] 

suatu bentuk simplektik.  

Dalam penelitian ini, beberapa teori dasar yang mendukung penelitian ini khususnya 

tentang aljabar Lie Frobenius, Frobenius fungsional, dan bentuk simplektik akan 

dibahas kembali sebagai berikut: 

Definisi 1 (Alvarez et al., 2018). Misalkan 𝛼: 𝔤 → 𝔥 suatu pemetaan linear. Jika 𝔥= ℝ 

maka 𝛼 dikatakan fungsional linear. Himpunan semua fungsional linear 𝛼 pada 𝔤 

dinamakan ruang dual dan dinotasikan oleh 𝔤∗ = {𝛼: 𝔤 → ℝ   ; 𝛼 fungsional linear}. 

Selanjutya jika 𝔤 suatu aljabar Lie Frobenius maka 𝛼 dinamakan Frobenius fungsional. 

Definisi 2 (McInerney, 2013). Misalkan 𝔤 suatu ruang vektor real. Fungsi 𝛽: 𝔤 × 𝔤 → ℝ 

dikatakan simplektik linear 2-form pada 𝔤 jika kondisi-kondisi berikut ini terpeneuhi: 

1. 𝛽 pemetaan bilinear 
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2. 𝛽 skew simetrik, yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔤 berlaku 𝛽(𝑎, 𝑏) = −𝛽(𝑏, 𝑎) 

3. 𝛽 non-degenerate, yaitu jika 𝛾1 ∈ 𝔤 dengan sifat bahwa 𝛽(𝛾1, 𝛾2) = 0 untuk setiap 𝛾2 ∈ 𝔤 

maka 𝛾1 = 0.  

Definisi 3 (Pham, 2016). Misalkan 𝔤 suatu aljabar Lie atas ℝ dan 𝛼: 𝔤 → ℝ suatu 

fungsional linear. Pasangan (𝔤, 𝛼) dikatakan aljabar Lie Frobenius jika pemetaan bilinear 

yang didefinisikan oleh  

𝛽(𝛾1, 𝛾2):= 𝛼([𝛾1, 𝛾2]), ∀𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝔤                                                       (1) 

merupakan simplektif linear 2-form.  

Definisi 4(Eswara Rao, 2023). Notasi pembentuk himpunan 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ) dapat 

direalisasikan sebagai berikut:  

𝔞𝔣𝔣(𝑛, ℝ) = {(
𝒗 𝒙
0 0

)  ; 𝒗 ∈ 𝔤𝔩(𝑛,ℝ),   𝒙 ∈ ℝ𝑛},                                                  (2) 

dengan 𝔤𝔩(𝑛, ℝ) adalah aljabar Lie dari M(𝑛, ℝ) yaitu himpunan semua matriks persegi 

real berordo 𝑛 × 𝑛.  

Contoh 5. Anggota-anggota aljabar Lie  𝔞𝔣𝔣(2,ℝ) dapat dinyatakan dalam matriks 

berukuran 3 × 3 sebagai berikut: 

𝐴 = (
𝒗 𝒙
0 0

) = (
𝑣11 𝑣12 𝑥1
𝑣21 𝑣22 𝑥2
0 0 0

) , 𝒗 ∈ 𝔤𝔩(2,ℝ), 𝒙 ∈ ℝ2. 

dengan bracket Lie tak nolnya ditentukan oleh relasi komutasi yang akan dijelaskan 

secara detail dalam bagian pembahasan. 

3.  HASIL DAN PEMBAHASAN  

Aljabar Lie affine 𝔞𝔣𝔣(𝑛, ℝ) merupakan aljabar Lie Frobenius. Sifat kefrobeniusan ini 

menunjukkan adanya Frobenius fungsional di 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ)∗. Di sisi lain, Pham (2016) 

mendefinisikan bahwa untuk suatu Frobenius fungsional senantiasa ada bentuk 

simplektik 𝛽𝛼. Temuan terkait bentuk simplektik ini dapat digunakan untuk 

mempelajari ruang fase dalam mekanika kuantum dan sistem Hamilton dalam model 

ekonomi. Hasil yang diperoleh dalam penelitian ini dinyatakan dalam 2 proposisi sebagai 

berikut dan diberikan juga bukti detailnya. 

Proposisi 1. Misalkan 𝑆 = {𝐸𝑖𝑗} = {𝐸11, 𝐸12, … , 𝐸34} dengan 𝐸𝑖𝑗 (1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 1 ≤ 𝑗 ≤ 4) 

matriks berordo 4 × 4 yang entri (𝑖, 𝑗) sama dengan 1 dan 0 lainnya merupakan basis 

 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ). Bracket Lie pada   𝔞𝔣𝔣(3, ℝ) (Pham, 2016) diberikan oleh 

[𝐸𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙] = 𝛿𝑗𝑘𝐸𝑖𝑙 − 𝛿𝑙𝑖𝐸𝑘𝑗 .                                                                  (3) 
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Maka terdapat Frobenius fungsional 𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  yang termuat di ruang dual 

𝔞𝔣𝔣(3,ℝ)∗. 

Bukti.  Bracket Lie tak nol dari  𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) dapat diperoleh dengan cara menghitung 

langsung menggunakan Persamaan (3) atau dengan menggunakan penyisipan bracket 

Lie dari 𝔞𝔣𝔣(2,ℝ) (Queency et al., 2024). Bracket tak nol  𝔞𝔣𝔣(2,ℝ) dapat disisipkan ke 

dalam bracket tak nol 𝔞𝔣𝔣(3, ℝ).  Hubungan antara 𝑥 = [𝐸𝑖𝑗 , 𝐸𝑘𝑙] ∈ 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) dan 𝛾 ∈ 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ)∗ 

dapat dihitung sebagai berikut (Pham, 2016): 

𝛾(𝑥) = 𝛾(𝐸𝑖𝑗 , 𝐸𝑘𝑙) = 𝛿𝑗𝑘𝛿𝑙,𝑖+1 − 𝛿𝑙𝑖𝛿𝑗,𝑘+1.                                                                (4) 

Eksistensi Frobenius fungsional 𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  dapat dibuktikan dengan 

menggunakan matriks struktur berordo 12 × 12 (Alvarez et al., 2018), yaitu: 

𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ)) = ([𝐸𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙]) = (
[𝐸11, 𝐸11] … [𝐸11, 𝐸34]

⋮ ⋱ ⋮
[𝐸34, 𝐸11] … [𝐸34, 𝐸34]

) = (
0 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 0

)        (5) 

dengan bracket Lie-nya seperti pada persamaan (3). Determinan dari 𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ)) =

([𝐸𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙]) dapat dihitung sebagai berikut: 

det𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ)) = det([𝐸𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙]) = (𝐸11
2 𝐸14𝐸22𝐸24𝐸34 +⋯+ 𝐸14𝐸23𝐸24𝐸32𝐸33𝐸34)

2 .     (6) 

Dari Persamaan (6) khususnya polinom-polinom yang memuat entri-entri 𝐸12, 𝐸23, dan 

𝐸34, dapat dipilih 𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  dan klaim bahwa  𝛼3 = 𝐸12

∗ + 𝐸23
∗ + 𝐸34

∗  adalah 

Frobenius fungsional untuk  𝔞𝔣𝔣(3, ℝ). Untuk membuktikan klaim ini, misalkan 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ)∗ 

ruang dual dari 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) dengan nilai fungsional linearnya dihitung dengan 

menggunakan trace matriks, yaitu ⟨𝐸𝑖𝑗
∗ , 𝐸𝑘𝑙⟩ = tr(𝐸𝑖𝑗

∗ 𝐸𝑘𝑙). Nilai-nilai fungsional linear 𝛼3 =

𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  pada entri-entri matriks struktur persamaan (6) dapat dihitung 

menggunakan rumus ⟨𝛼3, 𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ))⟩. Di sisi lain, dari hasil penelitian sebelumnya 

(Pham, 2016; Queency et al., 2024), karena determinan matriks  

(⟨𝛼3, 𝑀(𝔞𝔣𝔣(2,ℝ))⟩) =

(

  
 

0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 −1 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0)

  
 
                 (7) 

sama dengan 1 dan dengan sifat penyisipan 𝔞𝔣𝔣(2,ℝ) pada 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) maka determinan 

matriks (⟨𝛼3, 𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ))⟩) juga bernilai nol. Akibatnya aljabar Lie  𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) bersifat 

Frobenius. Jadi,  𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  suatu Frobenius fungsional.  

∎ 
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Komentar 1. Dengan menggunakan Python, dapat dibuktikan bahwa determinan 

determinan matriks  (⟨𝛼3,𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ))⟩) juga sama dengan 1. 

Fungsional linear dalam suatu ruang vektor 𝔤 adalah 1-form dan dapat diperluas menjadi 

bilinear form atau 2-form melalui wedge product yang dinotasikan oleh ∧ (McInerney, 

2013). Oleh karenanya, jika 𝑥∗ dan 𝑦∗ adalah 1-form maka 𝑥∗ ∧ 𝑦∗ adalah bilinear form 

atau 2-form dan didefinisikan oleh 

(𝑥∗ ∧ 𝑦∗)(𝑎, 𝑏) = det  (
𝑥∗(𝑎) 𝑥∗(𝑏)

𝑦∗(𝑎) 𝑦∗(𝑏)
) , ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝔤.                                            (8) 

Proposisi 2. Misalkan 𝑆 = {𝐸𝑖𝑗} = {𝐸11, 𝐸12, … , 𝐸34} dengan 𝐸𝑖𝑗 (1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 1 ≤ 𝑗 ≤ 4) 

matriks berordo 4 × 4 yang entri (𝑖, 𝑗) sama dengan 1 dan 0 lainnya merupakan basis 

 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ). Bracket Lie pada  𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) (Pham, 2016) diberikan oleh Persamaan (3). Untuk 

Frobenius fungsional 𝛼3 seperti pada Proposisi 1, terdapat bentuk simplektik 𝛽𝛼3 yang 

diberikan oleh 

𝛽𝛼3  = 𝐸11
∗ ∧ 𝐸12

∗ + 𝐸12
∗ ∧ 𝐸22

∗ + 𝐸13
∗ ∧ 𝐸32

∗ + 𝐸21
∗ ∧ 𝐸13

∗ + 𝐸22
∗ ∧ 𝐸23

∗ + 𝐸23
∗ ∧ 𝐸33

∗ + 𝐸31
∗

∧ 𝐸14
∗ + 𝐸32

∗ ∧ 𝐸24
∗ + 𝐸33

∗ ∧ 𝐸34
∗                                                           (9) 

sedemikian sehingga 𝛽𝛼(𝑥, 𝑦) ≔ 𝛼([𝑥, 𝑦]), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔞𝔣𝔣(3, ℝ).  

Bukti. Untuk menunjukkan terdapat 𝛽𝛼3, kita hitung setiap entri pada matriks 

(⟨𝛼3, 𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ))⟩). Perhatikan bahwa fungsional linear 𝛼3 bernilai tak nol hanya pada 

titik-titik di himpunan 𝑁 = {𝐸12, 𝐸23, 𝐸34} di mana bracket Lie antar elemen basis tersebut 

yang menghasilkan titik tersebut ada pada himpunan 𝑁′ =

{𝐸11, 𝐸12, 𝐸13, 𝐸14, 𝐸21, 𝐸22, 𝐸23, 𝐸24, 𝐸31, 𝐸32,𝐸33, 𝐸34}. Oleh karena itu, dapat dipilih 2-form 

𝛽𝛼3 dalam Persamaan (9). Selanjutnya klaim bahwa 𝛽𝛼3  ini  simplektik linear 2-form. 

Tetapi dari rumus 𝛼3([𝐸𝑖𝑗 , 𝐸𝑘𝑙]) pada Proposisi 1 di atas diperoleh bahwa 𝛽𝛼3 (𝐸𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙) ≔

𝛼3([𝐸𝑖𝑗 , 𝐸𝑘𝑙]). Tinggal ditunjukkan bahwa 𝛽𝛼3  skew-simetrik dan non-degenerate. Namun 

karena bracket Lie skew-simetrik maka 𝛽𝛼 juga skew-simetrik. Menggunakan Proposisi 1 

sebelumnya, dapat dihitung bahwa det(⟨ 𝛽𝛼3 ,𝑀(𝔞𝔣𝔣(3,ℝ))⟩) = 1 ≠ 0. Akibatnya, 𝛽𝛼3  non-

degenerate. Jadi, 𝛽𝛼3  bentuk simplektik untuk pada   𝔞𝔣𝔣(3, ℝ).  

∎ 

4.  SIMPULAN  

Eksistensi Frobenius fungsional 𝛼 pada suatu aljabar Lie Frobenius 𝔤 mengakibatkan 

adanya bentuk bilinear form 𝛽𝛼 yang didefinisikan oleh 𝛽𝛼(𝛾1, 𝛾2) ≔ 𝛼([𝛾1, 𝛾2]), ∀ 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝔤 

yang bersifat simplektif. Khususnya untuk 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) telah dibuktikan untuk Frobenius 

fungsional 𝛼3 = 𝐸12
∗ + 𝐸23

∗ + 𝐸34
∗  terdapat simplektik linear 2-form 𝛽𝛼3  = 𝐸11

∗ ∧ 𝐸12
∗ + 𝐸12

∗ ∧

𝐸22
∗ + 𝐸13

∗ ∧ 𝐸32
∗ + 𝐸21

∗ ∧ 𝐸13
∗ + 𝐸22

∗ ∧ 𝐸23
∗ + 𝐸23

∗ ∧ 𝐸33
∗ + 𝐸31

∗ ∧ 𝐸14
∗ + 𝐸32

∗ ∧ 𝐸24
∗ + 𝐸33

∗ ∧ 𝐸34
∗  dengan 
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𝛽𝛼3 (𝛾1, 𝛾2) ≔ 𝛼3([𝛾1, 𝛾2]), ∀ 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) bersifat simplektik. Hasil yang diperoleh 

dapat digunakan untuk menganalisis sifat geometri dari ruang fase dalam mekanika 

klasik dan penyelesaian sistem Hamilton dalam model ekonomi. Penelitian ini masih 

terbatas pada 𝔞𝔣𝔣(3,ℝ) yang berdimensi 12. Oleh karena itu, untuk penelitian 

selanjutnya, eksistensi bentuk simplektik untuk 𝔞𝔣𝔣(𝑛,ℝ), 𝑛 > 3 dan bentuk eksplisitnya 

masih terbuka untuk diteliti. 
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6.  REKOMENDASI  

Hasil penelitian ini dapat dikembangkan untuk menetukan rumus umum simplektik 2-

form dari 𝔞𝔣𝔣(𝑛, ℝ), 𝑛 ≥  4 dan  aljabar Lie  M(𝑛, ℝ) ⋊ 𝔤𝔩(𝑛, ℝ).  
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